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Vorwort. 



Die hier veröflFenÜichten „Vorlesungen über elliptische Functionen" 
bilden einen Theil der Vorlesungen, die Riemann (unter dem Titel: 
Ueber Functionen einer veränderlichen complexen Grösse, insbesondere 
elliptische und AbeFsche) zweimal, in verschiedener Form, zuerst im 
Winter 1855/6 und Sommer 1856, dann im Winter 1861/2 und 
Sommer 1862 gehalten hat. In beiden Vorlesungen bildet der Abschnitt 
über elliptische Functionen ein selbständiges Ganzes, wenn er auch 
zunächst als Beispiel zu der Theorie der Abel'schen Functionen auftritt. 

Die Eigenthümlichkeiten der Riemann'schen Behandlung liegen 
einmal in der ausgiebigen Verwendung geometrischer Vorstellungen, 
welche die wesentlichen Eigenschaften der elliptischen Functionen 
plastisch hervorheben und zugleich unmittelbar Aufschluss geben über 
die Fundamentalwerthe und die Realitätsverhältnisse der Functionen 
und Integrale, die besonders auch für die Anwendungen wichtig sind; 
dann aber in der synthetischen Behandlung der analytischen Probleme, 
welche den Ausdruck für die Functionen und Integrale allein auf 
Grund ihrer charakteristischen Eigenschaften unmittelbar und fast ohne 
Rechnung aus den gegebenen Elementen aufbaut und dadurch einen 
allseitigen Einblick in die Natur der Probleme und die Verschieden- 
artigkeit ihrer Lösung gewährt. Durch diese Eigenschaften bildet die 
Riemann'sche Vorlesung eine wichtige Ergänzung zu der rein analy- 
tischen Behandlungsweise, wie sie im Anschluss an die Theorie von 
Weierstrass neuerdings fast ausschliesslich gepflegt wird; sie bildet 
andrerseits die beste Vorbereitung zum Studium von Riemann's Theorie 
der Abel'schen Functionen, da in ihr bereits alle Fragen dieser ver- 
allgemeinerten Theorie in einfachster Form auftreten. 

Eine gesonderte Veröffentlichung von Riemann's Vorlesungen über 
elliptische Functionen schien mir schon lange wünschenswerth und ich 
habe daher, einer Anregung von befreundeter Seite folgend, gern die 
Herausgabe übernommen. Dabei wurde der Riemann'sche Text nach 
Form und Inhalt möglichst unverändert beibehalten und nur kleinere. 



a» 



IV Vorwort. 

an den betr. Stellen angegebene Aendeningen in der Bezeichnung und 
Anordnung getroffen, die theils den Druck, theils die Uebersicht^ theils 
auch die Vergleichung mit anderen Darstellungen erleichtem sollen. 
Die Eintheilung in Abschnitte und Paragraphen ist hinzugefügt. 

Was die einzelnen Theile betrifft, so habe ich die Vorlesung aus 
dem Winter 1861/2 in Abschnitt I — IV vorangestellt. Abschnitt I 
bildet eine Art Einleitimg und enthält die aUgemeinen Sätze von 
Liouville über doppelt periodische Functionen. Den wesentlichsten 
Bestandtheil des Ganzen bilden die Abschnitte II — IV. Sie geben (un- 
abhängig Yon I) eine zusammenhängende und ausführlichere Behand- 
lung der elliptischen Functionen, die vorzugsweise auf Riemann'schen 
Methoden beruht und die wichtigsten, elementaren Theile der Theorie, 
wie sie von Abel und Jacobi geschaffen wurde, umfasst. In Abschnitt V 
endlich folgt aus dem Winter 1855/6 ein kurzer Abriss der Theorie 
der elliptischen Functionen, der, von den Thetafunctionen ausgehend, 
einige der wichtigsten Formeln entwickelt. Bekanntlich hat Jacobi in 
einer Vorlesung aus dem Jahr 1838^) ebenfalls eine Theorie der ellip- 
tischen Functionen, die von den Thetafunctionen ausgeht, gegeben. 
Allem Anschein nach hat Riemann diese Jacobi'sche Vorlesung nicht 
näher gekannt^. Seine Behandlung ist weniger vollständig und ein- 
heitlich als die Jacobi'sche. Trotzdem bietet sie manches Besondere, 
so z. B. die Bestimmung der Thetafunctionen für den Nullwerth des 
Arguments, welche zeigt, wie Riemann sich die Durchführung der 
analogen Aufgabe in der Theorie der Aberschen Functionen (Ges. W., 
1. A., S. 131) gedacht hat. Weggelassen wurde in Abschnitt V zwischen 
§ 19 und 20 ein Formelsystem, das die Herleitung des Additionstheorems 
der Thetafunctionen nach Jacobi enthält. Diese Formeln stehen in 
keinem Zusanmienhang mit dem übrigen Text und sind von Riemann 
wörtlich den §§ 3 und 4 (Formel 13—22) und § 7 (Formel 51—55) 
der bekannten Preisschrift von Rosenhain entlehnt'). 

Die Manuscripte, die mir bei der Herausgabe der Riemann'schen 
Vorlesung zur Verfügung standen, waren für die Abschnitte I — IV eine 
Nachschrift und sorgfältige Ausarbeitung der Wintervorlesung 1861/2 
von K. Hattendorf (die auch im Wesentlichen der ersten Hälfte einer Aus- 
arbeitung derselben Vorlesung in autographirter Form von Herrn F. Prym 



1) Ausgearbeitet von Borchardt und veröffentlicht 1881 von Weierstrass 
(Jacobi, Ges. W., I, S. 499—638 und Anm. S. 545). 

2) Diese Vermuthung wird von Herrn R. Dedekind getheilt (vgl. S. 59 Anm.). 

3) Rosenhain, Ueber die Functionen zweier Variabein mit vier Perioden. 
M^. des savants, Bd. IX, 1851, oder Ostwald^s Klassiker, Heft 65, hrsgeg. von 
H. Weber, übers, von A. Witting. 
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zu Grunde liegt) ^); femer für den Abschnitt V eine Nachschrift der 
Wintervorlesung 1855/6 von E. Schering. Ausserdem wurde eine Anzahl 
loser Blätter durchgesehen, auf denen Riemann sich kurze Notizen für 
die Vorlesung gemacht hatte. Für die zeitweise Ueberlassung dieser 
Manuscripte spreche ich der Kgl. Ges. der Wissenschaften in Göttingen 
und der Verwaltung der Göttinger Universitätsbibliothek an dieser Stelle 
meinen ergebensten Dank aus. Ebenso gilt mein Dank den Herren F. Klein 
in Göttingen, C. Schilling in Bremen und H. Weber in Strassburg für 
ihre gütige Vermittelung. Endlich bin ich Herrn R. Dedekind in Braun- 
schweig zu besonderem Dank verpflichtet, der mir eine etwas kürzere 
Nachschrift der Vorlesung 1855/6 zur Verfügung gestellt hat, welche 
die Schering'sche in einigen Punkten ergänzt. 

Ich habe noch über die Zufügung des zweiten Theils Rechenschaft 
zu geben. Für Jeden, der mit den aUgemeinen Methoden Riemann's 
vertraut ist und die Theorie der elliptischen Functionen von anderer 
Seite her schon einigermassen kennt, hätte es keiner weiteren Zusätze 
bedurft. Dagegen könnte ein Leser, der nur mit den allgemeinen 
Elementen der Functionentheorie bekannt ist, bei dem Studium der 
Riemann'schen Vorlesung Schwierigkeiten finden, da manche Defini- 
tionen und Sätze aus der Theorie der AbeFschen Functionen als be- 
kannt vorausgesetzt und die Formeln manchmal mehr angedeutet als 
vollständig entwickelt sind. Die Riemann'sche Vorlesung erschien aber 
gerade didaktisch von hohem Werth und zur Einführung in die Theorie 
wohl geeignet, wenn das Fehlende passend ergänzt wurde. In dieser 
Absicht habe ich im zweiten Theil eine Reihe von Zusätzen gegeben, 
die sich eng an den Haupttheil des Textes anschliessen und in Ab- 
schnitt A vorbereitende Sätze im Allgemeinen, in den Abschnitten B, 
C, D Erläuterungen und Ergänzungen bez. zu den Abschnitten II, HI, 
IV des Textes enthalten. Ausserdem wurden kürzere Zusätze unmittel- 
bar im Text eingeschaltet; diese sind durch kleineren Druck ausgezeich- 
net. Um die Uebersicht zu erleichtem sind zu Anfang der Abschnitte H, 
ni, IV ebenfalls in kleinerem Druck kurze Angaben über den Inhalt 
dieser Abschnitte gemacht 

Natürlich konnte bei der Trennung des Textes und der Zusätze 
die Darstellung nicht so einheitlich und übersichtlich werden, wie dies 
bei einer Verarbeitung beider Theile in einander möglich gewesen 

1) Dass noch eine Ausarbeitung von G. Roch, der ebenfalls diese Vorlesung 
hörte, ezistirt, ist nach einer gütigen Mittheilung von Herrn 0. Schlömilch in 
Dresden nicht wahrscheinlich. Eine Nachschrift von B. Minnigerode enthält nur 
die Sommervorlesung 1862; es fehlt daher der Abschnitt über die elliptischen 
Functionen. 
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wäre; auch waren kleinere Wiederholungen nicht zu vermeiden. Die 
Form der Zusätze ist möglichst in Riemann's Sinn gehalten; ich hoffe^ 
dass auch die Ausdehnung derselben nicht zu gross befunden werde, 
lieber den Rahmen der Riemann'schen Vorlesung hinauszugehen schien 
nicht angezeigt; daher fehlt z. B. eine eingehendere Behandlung der 
Thetafunctionen. 

Bei der Bedeutung^ welche neben der Jacobi'schen die Weier- 
strass'sche Theorie, die sich auf die Sigmafimction und ihre Ablei- 
tungen gründet, gewonnen hat, schien es wünschenswerth, wenigstens 
kurz den Zusammenhang zwischen der Bezeichnung von Jacobi und 
Weierstrass anzugeben. Wer die Jacobi'sche Theorie beherrscht, wird 
sich auch leicht die Weierstrass'sche zu eigen machen und umgekehrt. 
Die Analogie zwischen beiden Bezeichnungsweisen tritt am einfachsten 
hervor, wenn man sich die Theorie, von der Weierstrass'schen Normal- 
form des Integrals erster Gattung ausgehend, nach der Riemann'schen 
Methode entwickelt, wie dies in Abschnitt E angedeutet ist. Dabei 
treten an Stelle der Jacobi'schen Functionen sn^ w, Zm, 0m, die Weier- 
strass'schen Functionen pn^ (;u, ön, für welche die wichtigsten Formeln 
kurz abgeleitet sind. 

Der Verlagsbuchhandlung bin ich für ihr Entgegenkommen und 
für die Ausstattung des Werkchens zu besonderem Dank verpflichtet. 

Tübingen, JuU 1899. 

H. Stahl. 
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Erster Abschnitt. 
Die doppelt periodischen Functionen.^) 

§ 1. Eigensohaften der einwerthigeiif doppelt periodisohen Functionen. 

[Zusätze.] 

Man kann die wichtigsten Eigenschaften der einwerthigen^ doppelt 
periodischen Functionen, ohne einen analytischen Ausdruck voraus- 
zusetzen, folgendermassen herleiten. 

Eine eindeutige Function der complexen Variabein v heisst doppelt 
periodisch mit den beiden Perioden \ und ij, wenn sie den 
Gleichungen genügt 

q)(v + \) = q)(v), (p{v + k^) = (p{v) (1) 

oder auch der allgemeinen Gleichung 

g? (v + wii + nÄj,) = g? (v), (2) 

in der m und n beliebige ganze + Zahlen sind. Zwei Werthe v und v^, 
die sich um ganzzahlige Vielfache yon Jc^ und ä:^ unterscheiden, heissen 
nach den Perioden congruent; man schreibt für 

v^ = t; -f- ♦wÄi 4" w^ ^^ Vi^v. (3) 

Die Function <p (v) hat also denselben Werth für alle zu v congruenten 
Grössen. 

Zur geometrischen Deutung der Gleichungen (1) oder (2) 
denke man sich die Variable t? dargestellt in einer Ebene, der t?-Ebene, 
die im Unendlichen geschlossen ist, wie eine Kugel Yon unendlich 
grossem Radius. Man wähle alsdann in der t7-Ebene einen beliebigen 
Punkt Vq, construire die Punkte v^ -f- ^u ^o 4" ^> ^o + ^i 4" ^2; ^^^' 



1) Dieser Abschnitt enthält bekannte Sätze von Liouville ; vgl. Journal für 
Mathematik Bd. 88, S. 277 flf. 

Biemann's Yorleagn. Üb. ellipt. Funct. 1 
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das Integral genommen in positiver Richtung über die ganze Begren- 
zung von P. 

Das Integral hat aber nach dem obigen Hilfssatz den Werth 0. 

Daher ist ^ Ai = (q. e. d.). 

Aus (II) folgt, dass eine doppelt periodische Function q>{v) in 
P mindestens in zwei Punkten unendlich wird. 
Man hat femer den Satz: 

(III) Die Zahl der Punkte, für welche fp{v) in P gleich oo^ 
wird, ist ebenso gross, wie die Zahl der Punkte, für die 
tp{v) in P gleich 0^ wird. Diese Zahl heisst die Ordnung 
der doppelt periodischen Function ^{v)^) 

Denn bezeichnet man durch m die Zahl der 0^ Punkte, durch ft 
die Zahl der oo^ Punkte von q>{v) in P, so gilt bekanntlich die 
Gleichung 

(8) 2in(m - ^) = Jdlog 9(1;) =Jl^)dv, 

das Integral genommen in positiver Richtung über die Begrenzung 
von P. Nun hat aber zugleich mit g?(v) nach (1) auch q>{y) und 
ebenso ^'{v) : g?(v) die Perioden \ und Tc^. Daher ist nach dem obigen 
Hilfssatz das Integral (8) gleich und es ist m == /x. 

Aus (HI) folgt zugleich, indem man g? (v) — A an Stelle von g? (v) 
setzt, dass 9? (v) in P auch jeden anderen Werth J. m = /x mal annimmt. 

Man kann noch Folgendes hinzufügen. Kennt man von einer Function fp{v) 
der m^^ Ordnung die 0* Punkte vj, • •, t?Jj und die 00* Punkte ^1', • 1 ^,^, so ist 

durch diese 2 m Elemente qp(v) bis auf einen constanten Factor vollkommen be- 
stimmt. Denn ist '^ {v) eine andere Function mit denselben Perioden k^ , Ar, , den- 
selben 0* Punkten vj, • •» v^ und denselben 00* Punkten «^j, • •, v,J,^ 80 ist der 

Quotient ^{v)i'^{v) weder in P noch sonst in der v-Ebene unendlich; er ist also 
gleich einer Constanten. 

Die 2w Elemente ^?i • •, t?Jj und ^1, • •, t?^ sind indess nicht unabhängig; 

es gilt vielmehr der Satz: 

(IV) Die Summe der Werthe t?? von t?, für die q^t;j=0* wird, ist con- 

gruent der Summe der Werthe v/ von v^ für die <p(«?) = cx>' wird, 
oder es ist 

Dffer 'Beweis dieses Satzes ergibt sich ähnlich wie der von Satz 11 und IIl 
ohne Schwierigkeit aus der Gleichung 



1) Auch den abkürzenden Ausdruck „Ordnung" gebraucht Riemann nicht. 
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das Integral genommen in positiver Richtung über die Begrenzung von P. 

Aus (IV) folgt, indem man <p(v) — z an Stelle von q> (v) setzt, dass 

^v.=i ^v/ d. h. dass die Summe der Werthe t?^. (*= 1 • m), für welche q>{v) 

i 

einen bestimmten Werth z annimmt, congruent ^vf, also congruent einer von 

dem Werth z ganz unabhängigen Constanten C ist. 

Ein zweiter Beweis hierfür oder für (IV) ist folgender. Sind Vj , • • , «^ die 

m Punkte im Parallelogramm P, für welche die Function <p(v) denselben Werth z 

annimmt, so ist ^v. eine Function von z, die endlich bleibt für alle Werthe von 

i 

z oder för alle Punkte der ;E;-£bene, auch fär den Punkt je? = oo , imd die, wenn z, in 
der ir-£bene eine in sich zurückkehrende Curve durchlaufend, wieder den ursprüng- 
lichen Werth annimmt, sich nur um ganze Vielfache der Perioden ki und k^ ändern 

kann. Daher ist ^. i eine Function von j?, die in der xr-Ebene allenthalben 

^ dz 

(auch in z ==^ oo) eindeutig und stetig ist, die also nach bekannten Sätzen eine Con- 

staute sein muss; diese Constante ist aber =0, da andernfalls ^v/ nicht endlich 

wäre für xf = oo . Daher hat man ^v. = C (q. e. d.). 



§ 2. Differentialgleiolixing der doppelt periodisolien Funotion 
2. Ordnnng. Abbildxing des ParaUelogTammB P. 

[Zusätze.] 

Die einfachsten doppelt periodischen Functionen sind die der 2. Ord- 
nung; für sie soll eine Differentialgleichung abgeleitet werden. 

Ist q)(v) von der 2. Ordnung und = oo^ in den beiden nicht 
zusammenfallenden Punkten t;/ und v^\ ist femer Ä das Residuum 
von <p (v) im Punkt v^\ also (Satz 11 § 1) — Ä das Residuum im 
Punkt v^\ so wird die Function g)(t?) = cx)^ 

m V. wie — — ?; m v« wie > (1) 

und folglich die Function (p\v) = c»* 

m t?, wie 7 TTii m v« wie 7 — ■ — Tri- (2) 

Da die Function <p\v) == 00* ist in den Punkten v^ und t?,', so 
ist sie von der 4. Ordnung und besitzt vier 0^ Punkte (Satz HI § 1). 
Um diese zu bestimmen^ betrachte man die Function 9>(t?/ + t?2' — t?), 
die ebenfalls die Perioden k^ und h^ hat. Setzt man in (1) v^'-j-v^' — v 
für V, so folgt, dass g?(v/ + v^' — v) = c»^ wird 

in Va wie -^ — : in v/ wie 

2 t7, — t?' ^ 



t?i — V 
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Erster AbBchnitt. 



Hiemach wird fp(Vi-\- v^ — v) in P in denselben Punkten und in derselben 
Weise unendlich wie ip(v) und es ist daher nach § 1 ^{v^ + v^ — v) 
= qp (v) + C Die Gonstante C aber ist = 0, wie die Substitution 
V = \ {v^ + Vj') zeigt Man hat daher die Gleichungen 

(3) 9)« + v^ — v) = (p{v), 9)'« + t;/ — t?) = — g)'(^)- 

Aus der letzten Gleichung folgt^ dass (p{v)=-0 wird, wenn v^'\-v^ — «=« 
oder wenn 

2v E^ t?/ + v^ = t?/ -|- ^% + ^*i + ♦»*8 > 

wo m und n ganze Zahlen sind. Man hat hiemach vier Fälle: 



1) m und n gerade 



t; 



v+v 



2) m gerade, n ungerade : v :^ ^^ "T^* + -^ , 

3) w ungerade, n gerade : t? ^:: ^^ "T^* + -^ , 

4) «, und „ ungerade :.^V±< + A + |. 

Von jedem dieser vier Punktsysteme fällt ein Punkt in das Parallelo- 
gramm P und die vier Punkte in P, för die q)'(v) = wird, bilden 
die Ecken ccu cc^, cc^, cc^ eines Parallelogramms p, dessen Seiten parallel 

und halb so gross sind wie die von 

-^''*' P (Fig. 2). Zugleich folgt aus (3), 

dass für je zwei Punkte Vj und t;,, 

die symmetrisch zu i(vi'+V2') = ^i 
liegen, deren Summe also =t\-\-v^' 
ist, (p'v entgegengesetzte, (9't?)* 
also gleiche Werthe annimmt. Das- 
selbe gilt von zwei Punkten, die 
symmetrisch zu einer der drei anderen Ecken von p liegen. In solchen 
zwei Punkten nimmt nach (3) auch q>(v) gleiche Werthe an; in den 
Ecken von p selber fallen also immer zwei gleiche Werthe von <p(v) 
zusammen. 

Diese Bemerkungen führen zu einer algebraischen Beziehung 
zwischen den beiden doppelt periodischen Functionen q>(v) = und 

g,'(t;) = ^, also zu einer algebraischen Differentialgleichung 

der Function z = <p(v). Denn die Function (9 t;)* ist von der 8. Ord- 
nung; sie ist in P gleich 00* je in den Punkten v/ und v^', gleich 0^ 
je in den vier Eckpunkten a^ , «^ , «3 ; «4 ^^^ Parallelogramms p. Be- 
zeichnet man die zu diesen Ecken gehörigen Werthe von z = ^(v) mit 
tti , Oj , o,, a^, so hat andrerseits die Function z — a^ • z — a^ • — Oj, • z — a^ 




Fig 2. 
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dieselben Eigenschaften wie (9'v)*; sie ist nämlich in P gleich 00* 
je in den Punkten v^ und v^' (weil in jedem dieser Punkte = 00^) 
und sie ist gleich 0* je in den Punkten «i, o^? ^> ^4 (weil z. B. in 
V = a^: z — ttj = *). Die beiden genannten Functionen können sich 
daher nach § 1 nur um einen constanten Factor G unterscheiden. Man 
hat also eine Gleichung von der Form 



C ' dzidv = yz — Ol' z — a^' z — a^- z — a^ (4) 

oder 



"-/, 



Cdz ,~s 

(5) 



und damit den Satz: 

(I) Eine doppelt periodische Function z^^q>{v) von der 2. Ord- 
nung lässt sich definiren durch die Differentialgleichung (4) 
oder sie ist die obere Grenze eines Integrals von der Form (5) 
(Integral 1. Gattung). 

Diese Definition kann als Grundlage für die weitere analy- 
tische Untersuchung doppelt periodischer oder elliptischer 
Functionen dienen. (VgL Abschnitt 11 § 4, wo von dem Integral (5) 
ausgegangen ist.) 

Man gewinnt eine neue geometrische Deutung der ellipti- 
schen Functionen und Integrale, indem man das Parallelogramm P 
der t?-Ebene mittels der Gleichimg (5) auf die jer-Ebene abbildet^). 
Wir sehen dabei v als Function von z an und setzen 1; = ^ {z). Be- 
trachtet man zuerst die Function ilf {z\ so folgt aus (4), dass zu jedem 
Werth von z zwei Werthe von ^\z) im Parallelogramm P gehören. 
Man hat daher über der ;er-Ebene eine zweiblättrige Fläche auszubreiten. 
In den Punkten e = a^^ a^^ Oj, a^ dieser Fläche ist ^'(^) ^^ ^''i ^^ 
ihnen ist die Abbildung unähnlich; diese Punkte sind nach (4) Win- 
dungspunkte oder Verzweigungspunkte der Function ^'{z). Zer- 
schneidet man die beiden Blätter in den Linien a^a^ und a^a^ und 
fügt sie so wieder zusammen, dass das untere Blatt rechts von a^a^ {<h^d 
mit dem oberen Blatt links und das untere Blatt links von a^(i^{a^a^ 
mit dem oberen Blatt rechts zusammenhängt, so stellt die so gewonnene 
Fläche T die Verzweigung der Function dvidz = ^\z) dar. Für 
V = v^ und t? = üj' ist je? = 00. Zwei unendlich kleine Kreise um v/ 
und v^ in der t^Ebene bilden sich demnach als unendlich grosse Kreise 
in je einem Blatt der Fläche T ab. 



1) Vgl. hierzu die umgekehrte Abbildung der Fläche T auf das Parallelo- 
gramm P (ü § 6). 
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Betrachtet man nunmelir die Function v =^il>{z) selber^ so erhält 
man die Abbildung der Grenzcurven des Parallelogramms P der 
v-Ebene. Der Linie von v^ bis v^ + \ entspricht eine Curve h in der 
Flache T^ die von einem Punkt Zq etwa im oberen Blatt ausgeht und 
in denselben Punkt z^ zurückkehrt^ wobei sie zwei Verzweigungspunkte 
etwa Ol und a^ umlaufen muss (weil sie kein Stück aus der Fläche T 
herausschneiden darf). Der Linie von v^ + ^i bis v^ + Äj + it, ent- 
spricht eine Curve a in T, die wieder von Zq ausgeht und dahin zurück- 
kehrt, ohne dazwischen die erste Curve h zu schneiden. Die Curve a muss 
also um einen der Verzweigungspunkte a^ oder a^ , etwa a^ und den einen 

der beiden anderen Verzweigungspunkte cl^ 
herumgehen und zum Theil im oberen, zum 
Theil im unteren Blatt verlaufen. (Vgl. Fig. 3. 
Die punktirten Wege liegen im unteren Blatt.) 
Der Linie von t;^ + ij + Tc^ bis Vq + Tc^ ent- 
'^^m^- ''^ spricht nun (nach (I) § 1) in der Fläche T 

^^^•^- die erste Curve 6, entgegengesetzt durch- 

laufen, und der Linie von Vq + k^ bis Vq die zweite Curve a, entgegen- 
gesetzt durchlaufen. Wir unterscheiden daher an a sowohl wie 6 
einen positiven (-}-) und einen negativen ( — ) Rand. 

Man erkennt nun, dass die Function v = ^{z) in jedem Punkt der 
Fläche T einen bestimmten Werth hat und sich stetig ändert mit Aus- 
nahme der beiden Curven a und h. Hier ist das Verhalten der Function 
folgendes. Lässt man z den — Band der Curve h von z^ bis zu Zq zurück 
durchlaufen, derart dass die Fläche T zur Linken liegt, so hat v zu Ende 
einen um \ grösseren Werth als zu Anfang. Ln Punkte Zq hat also v auf 
der -|- Seite der Curve a einen um \ grösseren Werth als auf der — Seite 
und dies muss ebenso für alle Punkte der Curve a gelten, da dvidz=^^\z) 
in T allenthalben, auch an der Curve a stetig bleibt. Ebenso findet 
sich, dass die Werthe von v zu beiden Seiten der Curve 6 überall um 
Ti^ verschieden sind. Hiemach sind also die ünstetigkeiten der Integral- 
f unction (5) v = il> (z) bestimmt durch die Perioden Äj und k^ der 
doppelt periodischen Function z=^<p(v)f welche als die inverse Function 
des Integrals (5) definirt werden kann. 

Man kann noch Folgendes bemerken. Fallen die beiden oo' Punkte t?/ 
und t?,' zusammen, wird also z = €p{v) in nur einem Punkt r/ gleich oo* wie 

^, so ist genau wie früher (p'(v) = 0\ wenn 2t? = 2Vi', ^^®^ wenn 

«»Vi-I, v = v,'±^, f = < + ^ + ^- 
Von jedem dieser drei Punktsysteme fällt wieder ein Punkt in das ParaJlelo- 
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gramm P; sie bilden die Ecken c^ , a, , a, eines kleinen Parallelogramms p, dessen 
vierter Eckpunkt der Punkt v^' ist, in dem 9'(t7) = (X)' wird. Bezeichnet man 
die den Werthen 04 , «^ , a, von v entsprechenden Werthe von z mit du a^^ ci^, 
so folgt für z='€p(v) eine Differentialgleichung 

C' dzidv ^=^ yz — a^' z — a^^z — o, , (6) 

die sich von (4) dadurch unterscheidet, dass der Radicandus nur vom dritten 
Grade in z ist. 

Allgemein gelten folgende Sätze: 
1) Zwischen zwei eindeutigen, doppelt periodischen Functionen 
zs=s(p(v) und <=='?/> (tj), welche dieselben Perioden X^i, A;, haben, von 
denOrdnungenm undnsind, besteht eine algebraische Gleichung 



n m 



von der Form F(z,t) = Oj wo F eine ganze rationale Function 

vom Grad n in z und vom Grad m in ^ ist. 

Denn jedem Werth von z entsprechen m Werthe von v im Parallelogramm 

P und jedem solchen Werth von v entspricht ein Werth von *; ebenso entsprechen 

jedem Werth von t n Werthe von t? in P und jedem derselben ein Werth von z. 

Daher entsprechen jedem z w Werthe von t und jedem t w Werthe von z. 

2) Jede eindeutige doppelt periodische Function z = (p{v) hat eine 
algebraische Differentialgleichung oder zwischen der Function 
Z:=(p(v) von der Ordnung m und ihrer Ableitung / = 9'(t7) besteht 
eine Gleichung von der Form 

Zunächst nämlich ist die Ableitung z' = qp' {v) eine doppelt periodische Function 
mit denselben Perioden wie z^ die nur 00 wird in den 00 Punkten von z und 
deren Ordnung eine der Zahlen m-f-lf^ + ^i'f^^ ^^t. Denn ist (p{v) nur in 
einem Punkte v^^v^ gleich 00"* wie Ä(v — t?/)""*, so ist in diesem Punkte 

qp'(ü) gleich 00*" "^^ wie — tnÄ(v — v^y"^^^ ; ist dagegen 9(17)- in m getrennten 
Punkten t7j, • •, t?,J, je gleich cx)^ so ist qp'(t?) in jedem dieser Punkte gleich 00*. 

Im ersten Falle also ist qp' (v) von der Ordnung m-{-lj im letzten Falle von der 
Ordnung 2m. Fallen einige der 00 Punkte von €p(v) zusammen, während andere 
getrennt sind, so treten zwischenliegende Ordnungszahlen auf. Nunmehr folgt 
aus Satz 1) für ;5' eine Gleichung von der Form (7), in der die Coefficienten Ä^ 

ganze rationale Functionen von z sind, deren Grad höchstens bis 2m ansteigen 

kann. Der Coefficient von /"* ist gleich 1, weil s^ für keinen endlichen Werth 
von z unendlich wird. Der Coefficient Ä^__^ ist gleich 0, weil nach Satz IV § 1 

^^ —7 = ^^ - — =» ist. Für die übrigen Coefficienten lässt sich der Grad in 
» • » • 

z bestimmen, indem man untersucht, in welcher Ordnung sie für ;?=oo unendlich 
werden; man findet so, dass höchstens Ä^ vom 2., Ä^ vom 4., ••, J.^ vom 2m^^ 
Grade in z ist. 

3) Jede eindeutige doppelt periodische Function (p(v) besitzt ein 
algebraisches Additionstheorem, d. h. zwischen den Functionen 
9(ü + ^i)» 9(^)» 9(^1) besteht eine algebraische Gleichung 

m mm 

G[ip{v + rj, 9(t7), (p(v,)] = 0. (8) 



10 Erster Abschnitt. Differentialgleichung d. doppelt period. Functionen u. s. w. 

Dies folgt unmittelbar aus Satz 1). Denn zwischen den beiden Functionen 
9(v -|- f7j) und €p{v) von v besteht nach 1) eine algebraische Gleichung, die für jede 
dieser Functionen vom m^^ Grade ist, eine ebensolche Gleichung besteht zwischen 
g>(v-^-Vi) und <p(Vi) als Functionen von Vj. Daher müssen die Coefficienten der 
ersten Gleichung vom m^° Grade in 9(t7j) sein. Ebenso gilt die Gleichung 

im m tn 

Aus beiden Gleichungen folgt 

(9) <P{'0 + Vi) = B(tpV, (fV^, tpv, qp'tJi), 

d. h. die Function 9(f 4~ ^i) ^^^^ ^^^ rational durch qpt?, qpt^^, tpv^ tpv^ 
darstellen. 



Zweiter Abschnitt. 
Das Integral 1. Gattung und die elliptisclien Functionen. 

[Zusätze: Abschnitt A § a~c und B § d— f.] 

Wir schicken einige orientirende Bemerkungen voraus. Es dürfte sich em- 
pfehlen, Tor Abschnitt n die Vorbereitungen in Abschnitt A § a — c durch- 
zimehmen. Diese geben in § a eine Untersuchung der algebraischen Grund- 
gleichung in der Jacobi^schen Normalform y^=:(jx^k) und der zugehörigen 
zweibl&ttrigen Verzweigungsfläche jT; in § b und c eine Untersuchung der 
elliptischen Integrale und zwar in § b die Zerlegung in drei Gattungen, 
in § c die Definition der Periodicitätsmoduln. Von diesen Integralen ist vor 
allem das Integral 1. Gattung u wichtig, weil seine Umkehrung zu den doppelt 
periodischen oder elliptischen Functionen fährt. Hier setzt nun Ab- 
schnitt IL ein. Nachdem in § 3 und 4 (Zusätze in B § d) die allgemeine Grund- 
gleichung und das zugehörige Integral 1. Gattung in die Jacobi'sche Normalform 
und das zugehörige Integral 1. Gattung u transformirt sind und in § 5 die 
Periodicitätsmoduln von u bestimmt sind, wird in § 6 und 7 ausffihrlich die 
Abbildung der Fläche T' auf das Periodenparallelogramm P der u-Ebene 
mittels des Integrals 1. Gattung u geschildert und in § 8 aus dieser Abbildung 
kurz die charakteristische Eigenschaft der doppelten Periodicität der 
elliptischen Functionen gefolgert. Hierzu dürften die Ergänzungen in B § e 
und f von Werth sein. Auch erscheint es zweckmässig nach § 8 sogleich § 14 
einzuschalten, der das wichtige Additionstheorem der elliptischen Func- 
tionen enthält. 

§ 3. Transformation von F{z, s) = auf die Normalform y^ = (Xj k). ^) 

[Zusätze: Abschnitt A § a und B § d.] 

Die Theorie der elliptischen Functionen lässt sich gründen auf 

eine Gleichung zwischen zwei complexen Variabein a und 5, die von 

der Form ist 

F(z, s) = A,s' + 2A,s + ^ = 0, (1) 

WO A^f A^^ A^ ganze rationale Functionen vom zweiten Grade in z 
sind. Jedem Werth von e entsprechen zwei Werthe von 5, die sich aus 
der Gleichung 

1) § 3 schliesst sich in Riemann^s Vorlesung nicht unmittelbar an § 2, 
sondern an allgemeinere Entwickelungen aus der Theorie der AbePschen Functionen 
an; es waren daher anfangs kleine Abänderungen nöthig. 
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(2) i^rs=A.s-i-A,=±yA,'-A^=±ye^-i-^c^i*+6e^ji'+4e,M+c^ 



«geben. Lfedon man die Tier Wothe o^, o,, o,, a^ Ton s, f&r weldie 
der Badkandos rerachwiiidei. endEch and rerachicdai ^nwimiMi^ eriiib 

man statt (2) anch 



(3) A^s + Ji = + yc^'i — Oj^'i — a^i — a^'M — a^ = y^(/j. 

Denkt man äch die crnnj^lexe Variable m geometrisch dargestellt in 
einar ffufafthen Ebene, der ^£baie, die im ünendHrhen gescUossen 
ist, so ist in dies«»- Ebene s eine zweiwerthige Fanction des Ortes 
oder es bat s in jedem Ponkt der #-Ebene zwei Wertihe s^ und s,» 
die im ABgestaanesi rerschieden sind and nur in den Tier Pankten 
2 = €4^ a^f Oj, a^ zQsammen&Den. Man n^mt diese lier Punkte die 
Terzweignngspankte der zweiwertbigen Fanction 1. Bewegt sidi 
dar Ponkt m in der ^Eboie, so indon ach aach die zwei Wertbe ;^ 
and Jij stetig. Führt man aber i Ton einem An&ngspankt ^ nach einem 
Endponkt i, so kann jed«- Atr b^dim Anfangswerthe tf^, &^ ron. ;^ in { 
in jeden der b^den £ndw»the ;Sj oder % ron s in s übergdiOL Dar 
Endwerth, den man in 3 erhalt, hingt ab Ton dem Wege, der Tcm ^ 
nach s fohrl Beginnt man z. R in ^ mit dem An&ngswarth ^ and 
erhalt man aof dnem bestimmten Wege zwischen ^ and 2 den End- 
wertiii ^, so tritt an Sldle Ton j:,^ der Endwerth ;g^, wenn man den 
arsprön^ickai Weg zwschen ^ and j über einen d« Tier Y ozweigongs^ 
ponkte o^^ o,, %, a^ Tersehiebt. 

Man kann non diese ünbestimmthdt des Eodwerthes ;; oder die 
Äbhaogigkeit desselben Ton dem Wege^ d&i 2 beschreibt^ aosschlieaBen, 
wenn man als Ort der Yariabein 2 nicht die einfiM^he j-Ebene an- 
nimmt, sondern eine gewisse, über der j-Ebene ausgebreitete zwet- 
bELttrige FBche J^ welche die Yerzweigangsfliehe der Fanction ;( 
kdast. Die baden BBtter Ton T sind ebenfalls im Unendlichen ge- 
schlossen and g^ien in anando- über lings zweier Lini^t, der Yer- 
zweignngslinien, die zwiaehoi den Yerzwe^ongsponkten Teriaofau 
etwa zwischen o. and a^ und zwischen o, and a^. In dieser FBche 
T ist nun j eine eindeotige Fanction des Ortes dorart, dass jedon 
Wotiipaar i j, s) eindeat% ein Pankt der Fladhe T entspricht and d^s 
jeder Weg, dt» 2 besehreibt, za demselben Werth toh ^ föhrt. 

Für die TTatersachang der elKptisdien Integrale (TgL § 5) ist noch 
«ne Bemerkung toq Wichtigkeit Die FBche T ist ni^t einfach zo- 
saauaenhangatd, sondern wird erst darch zwei Querschnitte a and b 
in eine einfach zasammenhineende Flache^ die dorch JT be- 
aeidtnet werden soD, Towandelt Der Qaerschnitt h möge im oberen 
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Blatt um die Punkte a^ und a^^ der Querschnitt a theils im oberen, 
theils im unteren Blatt um die Punkte a^ und a^ gehen. Es entsteht 
so die Figur 3 (S. 8) der Fläche T mit den Verzweigungslinien a^a^ 
und a^a^ und den Querschnitten a und K Die ausgezogenen Linien 
verlaufen im oberen, die punktirten Linien im unteren Blatt. 

Um die Untersuchung der elliptischen Functionen und 
Integrale zu vereinfachen, transformirt man die Grundgleichung (1) 
in eine einfachere Normalform. 

Wir zeigen erstens, dass sich unter der Voraussetzung, die Coef- 
ficienten d in (2) seien reell, die Gleichung (2) oder (3) durch Ein- 
fOhrung zweier neuer Variabein J, iy an Stelle von g, s auf die Form 
bringen lässt 

1? = ys • 1 - M - A*i = y(M), (4) 

wo A* eine reelle Grösse ist. Analog dem Früheren ist rj eine zwei- 
werthige Function der Variabein § und ihre Verzweigungspunkte in 
der §-Ebene sind die vier Punkte § = 0, 1, 1/X\ oo. 

Um die Gleichung (4) zu erhalten, führe man statt jsr eine neue 
Variable | ein durch die lineare Substitution 

z — Oj o, — a^ 



z — a^ a, — ttj 



(5) 

durch welche den Werthen e = a^^ o^, Oj, aA 

bezügUch die Werthe | = 0, 1, 1/A», oo) ^^^ 

zugeordnet werden, wenn die Grösse k bestimmt wird durch die Gleichung 

A* Oj «4 «f — «1 

Bildet man mit den Werthen (5) die rechte Seite in (4), so erhält man 

WO C eine Constante ist, und die Vergleichung von (3), (4) und (8) 
zeigt, dass alsdann zu setzen ist 

, = ^(^+-A). (9) 

Die Gleichungen (5) und (9), welche die allgemeine Form (3) in 
die besondere Form (4) überführen, bilden eine sog. eindeutige, 
rationale Transformation, d. h. eine Transformation, bei der sich 
ebensowohl (§, rf) rational durch (^er, s) ausdrückt, wie umgekehrt (jer, s) 
durch (S, 1?), wie sich durch Auflösung von (5) und (9) nach z und s 
leicht ergibt. Die erste Gleichung (5) ist ausserdem bilinear in e 
und 5 allein und ordnet den vier Verzweigungspunkten z=a^,a^,a^,a^ 
von s bez. die vier Verzweigungspunkte 5 = 0, 1, 1/A*, oo von ij zu. 
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In der Gleichung (5) waren den drei festgewShlten Punkten 
S = 0, 1, cx) die drei Pnnkte g = a^, a^, a^ zugeordnet. Der vierte 

Ponkt ^ = -j bestimmt sich alsdann eindeutig durch den vierten Punkt 

g = a^ (GL 7). Ordnet man den festen Punkten 5 = 0, 1, oo drei 
andere der Punkte a, zu, so erhalt man dieselbe Gleichung (4), nur 
der Werth von l wird im Allgemeinen ein anderer. Man findet so 
durch Veränderung der Zuordnung oder durch Permutation der vier 
Punkte cLif Oi, c^y a^ in (5) und (7) im (Ganzen 24 verschiedene Trans- 
formationen, die alle die Gleichung (3) in (4) überführen, wobei jedoch 
nur sechs verschiedene Werthe von X aufbreten. 

Man kann nun die Zuordnung der Verzweigungspunkte von s und 
von ij immer so wählen, dass X* reell wird 

Sind nämlich die vier Punkte a^, o^, o,, a^ reell, so ist jl^ in (7) 
bereits reelL 

Sind die Punkte a» paarweise conjugirt complex, so nehme man 
einerseits a^ und a^, andrerseits o^ und o, als conjugirt an; dann ist 
wieder der Werth (7) von X* reelL 

Sind dag^en zwei der Punkte a., etwa o^ und a^ reell, die zwei 
anderen o, und o, conjugirt complex, so genügt nicht mehr eine ein> 
deutige Transformation zwischen (z, s) und (|, tj). Man muss vielmehr 
eine Transformation zweiten Grades (die nicht eindeutig umkehrbar ist) 
zu Hilfe nehmen, um A^ reell zu machen. Man bringt ftladann durch die 
Substitution gj* = (^ — «i) • (^ — ^4) ^® Gleichung (3) auf die Form 

(10) Bo*i + -Bi = W-i>V-«, ^« 1» = ^^. « = J^' 

wo also p und q conjugirt complex und Bq^ B^ rationale, gebrochene 
Functionen von z^ sindL Der Badicandus in (10) vom vierten Grade 
in z^ hat dann zwei Paare von conjugirt complexen Nullpunkten und 
kann daher durch eine neue lineare Substitution zwischen Zy^ und £ in 
die Form S • 1 — §1 — X^l übergeführt werden, so dass X* reell wird. 
Für ri ergibt sich dabei ein rationaler Ausdruck in {z^ , s^ von ähn- 
licher Form wie (9). 

Wir zeigen zweitens, dass man unter der Voraussetzung, X^ sei 
reell, die Gleichung (4) durch Einfährung zweier neuen Variabein {x, y) 
an Stelle von (5, i^) auf die Form bringen kann 

(11) y = yx'l—X'l — k^x = y(x, *), 

wo nunmehr k^ reell, positiv und < 1 ist. Wiederum ist y eine 
zweiwerthige Function von x und ihre Verzweigungspunkte in der 

ar-Ebene sind die vier Punkte x = 0, 1, j^, <»• 
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Zur Lösung dient wieder eine bilineare Gleichung zwischen x 
und I, die verschieden ist, je nachdem A*>1 oder A*<0. Man kann 
diese Gleichung aus (5) entnehmen. 

Ist A* > 1, so ersetze man in (5) z durch x und a^, a^, «j, a^ 
bez. durch 0, l/i*, 1, cx). Dann erhält man aus (5) und (6) die Werthe 

i = h*x, A* = ji, (12) 

SO dass Ä* < 1 wird. 

Ist A* < 0, so ersetze man in (5) z durch x und «i, «2? %? ^4 
bez. auch 0, cx), 1/Ä^, 1. Dann erhält man aus (5) und (6) die Werthe 

1 = ^, A» = l-Ä«, (13) 

so dass Ä*> 1 wird, wodurch dieser Fall auf den vorigen zurückgeführt ist. 
Wir legen im Folgenden die Gleichung (11) als Normalform zu 
Grunde und nehmen in derselben stets i* reell, positiv und < 1 an. 
Zu der Gleichung (11) gehören gewisse Integrale, die sog. elliptischen 
Integrale. Ist R(x,y) eine rationale Function der beiden durch (11) 
verbundenen Variabein (ic, y), so wird das allgemeine, elliptische 
Integral W dargestellt durch 

W=fR{x,y)dx, (14) 

Legendre hat gezeigt, dass die Untersuchung dieses Integrals sich 
zurückführen lässt auf die der drei einfachen Integrale 

/dx . /• xdx /* dx^ /^;-x 

welche bez. als elliptische Integrale der 1., 2., 3. Gattung be- 
zeichnet werden. Wir behandeln zunächst ausführlicher das Integral 
1. Gattung und kommen später (§ 18) kurz auf die IntegVale 2. und 
3. (Gattung zurück. 

§ 4. Das eUiptisohe Integral erster Gkittung. 

[Zusätze: Abschnitt A § b und B § d.] 

Das elliptische Integral erster Gattung ist charakterisirt als 
dasjenige elliptische Integral, das allenthalben endlich ist; es gibt 
(abgesehen von einem constanten Factor) nur ein solches Integral. 
Dasselbe hat, wenn man die allgemeine Gleichung (1) oder (3) § 3 
zu Grunde legt, die Form 



« 



« = f ^' = T-^, (1) 

dagegen, wenn man die Normalform (11) § 3 zu Grunde legt, die Form 
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d\^ 



Die Form (1) lässt sich auch direct in die Form (2) überführen. Durch 
Anwendung der den Gleichungen (5) und (7) nachgebildeten Gleichungen 

erhält man, wie leicht zu sehen, 



<^) "° /2y^i:J|.i--F^ ='±>'^"«-"»"^-^/i 



dz j. 



Ol 

Die Normalform (2) des Integrals erster Gattung unter- 
scheidet sich nur wenig von anderen gebräuchlichen Formen. Setzt 
man x = fi, dann ^ = sin 9, so geht (2) über in 

^~ J yi ^=T« . 1 - ku^ ~ J yr^üm^ ' 



Die letzte dieser beiden Formen hat Legendre benutzt. Er nennt das 
Integral u die „elliptische Function erster Gattung'^, femer k den Modul, 
q) die Amplitude von u und setzt 

(6) 9 = am (ti), yi — k^ sin* 9 = ^ (9) = z/ am (ti) . 

Jacobi und Abel erkannten zuerst die wichtigen Eigenschaften, welche 
die obere Grenze t in (5), als Function des Integralwerthes u betrachtet, 
besitzt; sie nannten daher diese ümkehrungsfunction t eine ellip- 
tische Function von u, dagegen das Integral u selber das elliptische 
Integral 1. Gattung. Jacobi hat die Bezeichnungen eingeführt 

(7) ^ = sin am (m), ")/1. — t^ = cos am u^ )/l — k^fi = z/ am m . 

Diese Functionen heissen in engerem Sinne elliptische Functionen. 
Wir legen im Folgenden die Form (2) als Normalform des 
elliptischen Integrals erster Gattung*) zu Grunde und schreiben 
die zugehörigen ümkehrungsfunctionen abkürzend 

(8) Yx = sn w, yi — ic = cn u, Yl — k^x = dn ti.') 

1) Das Vorzeichen in (4) bestimmt sich, wenn die Vorzeichen der auftretenden 
Quadratwurzeln gewählt sind, aus dem Vorzeichen von dzidx^ das + oder — 
ist, je nachdem x mit z zunimmt oder nicht. 

2) Die Biemann'sche Normalform (2) des Integrals erster Gattimg, die durch 
eine Transformation zweiten Grades ar = *' in die Jacobi'sche Normalform (5) über- 
geht, hat vor dieser manche Vorzüge. 

3) B. benutzt nicht die Gudermann^schen Abkürzungen sn ?/, cn t«, dn u, 
sondern die Jacobi'schen Bezeichnungen (7). 
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Es wird die Hauptaufgabe dieses zweiten Abschnittes sein^ 
die charakteristischen Eigenschaften und die des dritten Ab- 
schnittes die analytischen Darstellungen der Functionen (8) 
zu entwickeln. 



§ 5. Die Feriodioitätsmoduln des Integrals erster Gattung. 

[Zusätze: Abschnitt A § c] 

Die erste Aufgabe wird sein, die beiden Periodicitätsmoduln 
des Integrals erster Gattung u in der zweiblättrigen Verzweigungs- 
fläche T' der Function y = y{x, k) zu bestimmen. Hierzu ist eine 
Festsetzung über die Yerzweigungslinien und die Querschnitte 
von T' zu treffen. Die Verzweigungslinien mögen gradlinig zwischen 
den reellen Punkten und 1 und zwischen 1/k^ und oo verlaufen und 




ex» 



die Querschnitte a und b mit ihrem positiven (-^) und negativen 
( — ) Rand mögen wie in Fig. 4 gewählt sein. Die Pfeile in der Figur 
dienen zur Angabe von Richtungen. 

Bezeichnet man die Periodicitätsmoduln, welche das Integral u an 
den Querschnitten a und b hat, bez. mit 2K und 2iK\ so ist 

2K =JdUj das Integral geführt vom — zum + Rande von a, 
also etwa längs dem — Rande von b in der Pfeilrichtung; 

2iK' = Idu^ das Integral geführt vom — zum + Rande von b, 

also etwa längs dem -{- Rande von a in der Pfeilrichtung. 

um diese Integrale auszuwerthen, verabreden wir Folgendes. Wir 
nennen die grade Linie von — oo bis + oo, auf welcher die reellen 
Verzweigungspunkte liegen, die Axe der Fläche T und denken uns 
die Querschnitte a und b zusammengezogen derart, dass sie sich eng 
an die gradlinigen Stücke — 1 und 1 — 1/Ä* der Axe anlegen. 
Dies ändert nichts an dem Werth der Integrale, weil hierbei nur 

Flächenstücke ein- oder austreten, in denen -j- endlich bleibt. Dann 

Cr SC 

setzt sich jeder Periodicitätsmodul zusammen aus zwei Integral eu, ge- 

Biemann*! Vorlnifpi. ttb. ellipt. Fnnct. 2 



18 Zweiter Abschnitt. 

nommen zu beiden Seiten desselben Stückes der Axe^ wie dies die 
Fig. 5 und 6 zeigen^). Wir unterscheiden femer, in jedem Blatt längs 
der Axe von — oo nach + oo blickend, eine linke Seite (I) und eine 

Fig. 6. Plg. 6. 

rechte Seite (r) und bezeichnen die vier Halbebenen, in welche die 
Fläche T durch die Axe in beiden Blättern zerlegt wird, folgender- 
massen : 

I = oben links; 11 = oben rechts; 

in = unten links; IV = unten rechts. 

Bezeichnet man nun den Werth des Differentials du längs der Axe 
mit du^, du^j du^, du^^ je nachdem es in der Halbebene I, II, III, IV, 
also oben links, oben rechts, unten links, unten rechts genommen wird, 
und bringt man die beiden Integrale, welche einen Periodicitätsmodul 
zusammensetzen, jedesmal auf die Form, die sich auf die linke Seite 
der Axe im oberen Blatt bezieht, so erhält man (vgl. Fig. 5 und 6) 

10 1 

2K = jduj^ + jdu^ = 2 jdu^, 



(1) 



(2) 



Ol 

1/*» 1 1/jfc' 



2iK'=fdu^ + fdu^ =, 2 Cdu^, 

1 *i/*» 1 

wobei sich die unteren und oberen Grenzen auf x beziehen. 

In der That sind die beiden Integrale, die 2^* zusammensetzen, 
einander gleich, da in jedem Element du^ des zweiten Integrals nicht 
nur dx das entgegengesetzte Zeichen hat wie in dem entsprechenden 

Element du^ des ersten Integrals, sondern auch y{x, Ä), das letzte, 



1) Bei jedem Periodicitätsmodul kommen noch zwei Integrale hinzu, genommen 
auf unendlich kleinen Kreisen um die Verzweigungspunkte an den Enden der 
Verzweigungslinien (s. Fig. 6 und 6). Diese Integrale sind aber = 0, wie leicht 
zu sehen. Denn für Punkte der Fläche, die sich unendlich nahe bei einem (im End- 
lichen gelegenen) Verzweigungspunkt k = a (a = 0, 1, 1/k*) befinden, reducirt sich 

/du auf C I ^ = 2 CVx — a . Dieser Werth ist auf einem unendlich 

kleinen Kreise um den Verzweigungspunkt a herumzuführen. Setzt man dazu 

X — a = f-e'^ (wo limf==0) und lässt cjp von — n bis -\-n wachsen, so er- 
hält man 

2Ce^^* . (c'*/*)l!! = 2i(7. «^/^ d. i. = för lim f = (q. e. d.). 
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weü die Integrationscurven der beiden Integrale wohl in demselben 
Blatt (oben), aber zu yerschiedenen Seiten einer Verzweigungs- 
linie (0 — 1) verlaufen. 

Ebenso sind die beiden Integrale , die 2iK' zusammensetzen, ein- 
ander gleich, da in jedem Element du^ des zweiten Integrals nicht nur 
dx das entgegengesetzte Zeichen hat wie in dem entsprechenden Element 

dUi des ersten Integrals, sondern auch y{x, ä), das letzte, weil die 
Integrationscurven der beiden Integrale wohl längs derselben Linie 
(1 — lA*) (die keine Verzweigungslinie ist), aber in verschiedenen 
Blättern verlaufen. 

Man kann die in (2) durch bestimmte, zwischen den Verzweigungs- 
punkten verlaufenden Integrale definirten Periodicitätsmoduln 2K und 
2iK' von u auch durch andere bestimmte Integrale ausdrücken; es 
ist nämlich 

1 1/*» l/Jfc» —00 

K=fdu^=jdu^, iK'=fdUi=fdUiy (3) 

00 • 1 

wie man leicht mittels der linearen Substitutionen 

1 j 1 — rc' 

X = T¥-7 und X = 



nachweist. 

Bei unsrer Voraussetzung, dass k^ reell, positiv und < 1 sei, 
sind die Werthe K und K' positiv reell, denn du^ ist zwischen 
x = und x = l positiv reell, dagegen zwischen x=l und x = l/k'^ 
positiv imaginär. (Vgl. A § a Tabelle (5) oder Fig. 17 a.) 

Der Werth iK' lässt sich, indem man durch die Substitution 

A;2-fÄ'«=l und k^x\+k'*x\=l (4) '( 

k' und x' statt k und x einführt, auf die Form bringen 

1/** 1 

ir = r--==t_ = i f — _ ^^^ . (5) 

J 2yx^l — xl — k*x J 2yx''l—x''l — k'*x ^ 

1 

Legendre und Jacobi nennen k den Modul, k' den complementären 
Modul und 2K und 2iK' die vollsi^ndigen Integrale erster Gattung. 

Die Gleichungen (3) ergeben sich auch auf graphischem Wege, indem man 
bei der Bestimmung der Periodicitätsmoduln (2) die Integrationswege, die von 
dem — zum -|- Band der Querschnitte führen, ohne dabei Querschnitte 
zu überschreiten, verschiebt und in anderer Weise zusammenzieht, nämlich den 
Integrationsweg von 2 K statt um — 1 , um l/k* — (x> und den Integrationsweg 

von 2iK' statt um 1 — p^, um — cx). (Vgl. Fig. 7 und 8.) Man erhält so die 

2* 
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Integrale (3), sUmmtlich zu nehmen im oberen Blatt imd links von der Axe. Aus (3) 
ergeben sich weiter die Integral werthe von u, genommen oben links zwischen dem 

Verzweigungspunkt und den 

-*• -^ ^r»* — ^ übrigen Verzweigungspunkten, 

nämlich 




Flg.i7. 




(6) 



Fig. 8. 



/du.» 



1/*» 

fdu,= 



K, 



K+iK', 



QO 



Am, =»Ä", 



ß 



oder auch die bestimmten Integrale, genommen oben links zwischen zwei auf 
einanderfolgenden Verzweigungspunkten (die obigen Gleichungen (3)) 
1 1/*« « 

(7) Cdu^^K, Cdu^^iK\ fdu^^^K, Cdu^=^-iK\ 

Die Summe dieser vier Integrale ist =»0, wie sich auch ergibt, wenn 
du, erstreckt wird über eine geschlossene Curve, die längs der ganzen Axe im 

oberen Blatt links verläuft, da diese Curve keinen Punkt einschliesst, in dem 
duidx unendlich wird. 

Man kann noch Folgendes bemerken. Ist u ein Werth des Integrals erster 
Gattung in einem Punkt (o;, y) der zweiblättrigen Fläche T, so erhält man den 
allgemeinsten Werth u\ den das Integral in demselben Endpunkt aber bei 
beliebiger Verlegung des Integrationsweges annehmen kann, indem man zu u den 
Ausdruck m^K-^-n^iK' hinzufügt, wo m imd n beliebige ganze Zahlen sind. 
Es ist also 

(8) u' = u + w2Ä: + n2»Ä", kurz u' = m. 



§ 6. Abbildung der Verzweig^ungsfläohe T' auf das Ferioden- 

paraUelogramm der u- Ebene. 

Es •soll nunmehr die zweiblättrige Verzweigungsfläche T' 
mittels des Integrals erster Gattung u auf die Ebene der 
complexen Variabein u abgebildet werden. Diese Abbildung ist 
bekanntlich eindeutig und conform und nur unähnlich in den vier Ver- 
zweigungspunkten von T', in welchen die Function ^ = — gleich 

oder <X) wird. Da die Begrenzung von T' aus den Rändern der 
Querschnitte a und h besteht, an welchen u constante WerthdiflFerenzen 
(die Periodicitätsmoduln) hat und da u innerhalb T' nicht unendlich 
ist, so wird die Abbildung von T' auf ein Parallelogramm führen, 
das ganz im Endlichen der ti-Ebene liegt. 
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Um die Abbildung auszuführen, bezeichnen wir die vier Punkte, 
in welchen die Ränder der Querschnitte a und h zusammenstossen, mit 
«1,02,03,^4 (Fig. 4). Wir denken uns femer (wie in § 5) die Quer- , ', /^ 
schnitte so zui^mengezogen, dass sie gradlinig längs der Strecken 
— 1 und 1 — l/Ä* verlaufen und dass die vier Winkel o,- im Punkt 
x = 1 im oberen Blatt zusammenstossen. Wir wählen alsdann von 
den diesem Punkt entsprechenden Werthen von u^ welche mit 
+ Ä'(mod 2jr, 2iK') congruent sind (vgl. Bemerkung am Schluss von 
§ 5), für die Ecke a^ den Werth — K und durchlaufen nun von a^ die 
Begrenzung von T' im Sinne der Pfeile von Fig. 4 oder wie wir sagen in 
positiver Richtung, d. h. dass die Fläche T' zur Linken liegt. Dann wird 
die Begrenzung des Bildes ebenfalls in positiver Richtung durchlaufen, • 
d. h. so, dass das Parallelogramm der u-Ebene gleichfalls zur Linken 
der Begrenzung liegt. Ferner muss der dem Verzweigungspunkt x = <x> 
entsprechende Punkt im Inneren, die den übrigen Verzweigungspunkten 
entsprechenden Punkte auf den Seiten oder in den Ecken des Parallelo- 
gramms liegen. Die Abbildung ist nun folgende: 

Durchläuft man von cr^ aus den — Rand von &, so gelangt man 
von der — Seite zur + Seite von a, 

d. h. u = — JST ist um 2K gewachsen, also in m = + -K' übergegangen. 

Durchläuft man von o, aus den -f- Rand von a, so gelangt man 
von der — Seite zur + Seite von ft, 

d. h. u = -}- K ist um 2iK' gewachsen, also in m = K-\'2iK' über- 
gegangen. 

Durchläuft man von u^ aus den -f- Rand von &, so gelangt man 
von der + Seite zur — Seite von a, 

d. h. u = K'\'2iK' ist um 2K vermindert, also in u = — K-\'2iK' 

übergegangen. 

Durchläuft man von a^ aus den — Rand von a, so gelangt man 
von der + Seite zur — Seite von 6, 

d. h. u = — -K" -|- 2iK' ist um 2iK' vermindert, also in u = — K 

übergegangen. 

Hiemach entsprechen (vgl. Fig. 9, S. 22) 
dem — Rande von h eine Linie von — K bis -f- JST, 

V +77 y> ^ V « » +-K' „ +K+2iK\ 

„ + „ „6 „ „ „ +K+2iK' „ -K+2iK\ 

ff — 99 99 ^ 9^ 99 99 — ^ + 2»^" „ — K. 

Das Bild von T ist also ein Rechteck P mit den Ecken 
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— K^-^-K, K+2iK\ —K+2iK', es ist nämlich ein Parallelo- 
gramm, weil für zwei gegenüberliegende Punkte am Querschnitt a (V) 
das Integral u Werthe hat, die um 2K(2iK') verschieden sind, die 

Bildpunkte in der t«- Ebene also einen Ab- 
-jr+s.jT' +r4-2.jr' g^^^ ^^^ ^^^ Q^^^^ 2K(2iK') haben; es 

ist rechtwinkelig, weil die Winkel «»-, 
die im Punkt x =1 der Flache T' zu- 
"•-■^ +-*" sammenstossen, sammtlich =n sind und 

Pig 9. 

diese Winkel bei der Abbildung durch u 
in — übergehen; es ist endlich gradlinig, weil die Werthe von u 

längs der Axe theils reell, theils rein imaginär sind. 

Diese Abbildung lässt sich vervielfachen. Wir sind ausgegangen 
von dem Anfangswerth — K von u^ der dem Punkt «^ bei x = l ent- 
spricht. Man kann aber (vgl Schluss von § 5) ebenso gut ausgehen 
von den Anfangswerthen + -K"? + ^+ 2iK\ — Ä"-}- 2iK' und all- 
gemein von dem Werth — K -{- m2K -{- n2iK'y die ebenfalls dem 
Verzweigungspunkt x = 1 entsprechen. Es überdeckt sich dann die 
M-Ebene mit imendlich vielen congruenten Recktecken P, P^, Pg, . ., 
deren jedes für sich die vollsi^ndige Abbildung der Verzweigungs- 
fläche T' durch das Integral u darstellt. Zur Begrenzung eines 
solchen Rechtecks sind inmier nur ein Eckpunkt und die beiden in 
ihm zusammenstossenden Seiten zu rechnen. Zwei Werthe von u oder 
zwei Punkte der ti-Ebene, die in verschiedenen Recktecken liegen, aber 
demselben Punkt (a;, y) von T' entsprechen, unterscheiden sich nur um 
ganzzahlige Vielfache der Periodicitätsmoduln 2K und 2iK' und sind 
daher congruent nach diesen Moduln. Umgekehrt bildet sich die 
ganze w-Ebene, d. h. alle diese Rechtecke P, P^, Pg, . ., ab auf un- 
endlich viele congruente, zweiblättrige Flächen T\ die in einer Weise 
zusammenhängen, welche dem Zusammenhang der Rechtecke P^ P^, P^^ ,, 
entspricht. 

Hätte man die Querschnitte a, b nicht bis zur Axe zusammen- 
gezogen, sondern in I' beliebig gelegt, wie oben in Fig. 4, so hätte man 
in der w- Ebene statt des Rechtecks P ein krummliniges Parallelo- 
gramm P erhalten. Die Ecken desselben Uq, Wq-(-2Z', MQ+2Z'-f-2iÄr', 
UQ'\-2iK' wären vier Werthe von u, die den vier Punkten a^, «,, a,, a^ 
entsprechen, die Winkel des Parallelogramms wären gleich den Winkeln 
bei «!> «^, «3, a^, aber die Abstände entsprechender Punkte der Gegen- 
seiten wären dieselben wie beim Rechteck, nämlich gleich 2K und 
2iK\ Hätte man endlich statt der Normalform des Integrals erster 
Gattung u die allgemeine Form v eines solchen Integrals (1) § 4 mit 
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den Periodicitätsmoduln \, 1c^ zur Abbildung der zugehörigen Ver- 
zweigungsfläche (vgl. Fig. 3 § 2)^ verwandt^ so hätte man in der t^-Ebene 
ebenfaUs ein (im Allgemeinen) krummliniges Parallelogramm P er- 
halten^ in welchem die Abstände entsprechender Punkte der Gegen- 
seiten gleich den Periodicitätsmoduln \ und Tc^ wären (vgL Fig. 1, § 1). 



§ 7. Abbildung der vier Halbebenen von T\ 

[Zusätze.] 

Wir verfolgen die Abbildung des vorigen Paragraphen noch weiter 
in's Einzelne^ indem wir mittels des Integrals erster (Gattung u die 
vier Halbebenen, in welche T' durch die Axe zerlegt wird, 
einzeln abbilden. Diese vier Halbebenen wurden bezeichnet (vgl. 

(1) § 5) 

I = oben links, H = oben rechts, 

in = unten links, IV = unten rechts. 

Sie bilden sich ab auf vier kleinere Rechtecke innerhalb des grossen 
Rechtecks P, die wir ebenfalls durch I, H, UI, IV bezeichnen. Man 
kann die Abbildung so vornehmen. 

Jede der vier Halbebenen ist begrenzt durch vier Strecken auf 
der Axe mit den Endpunkten 0, 1, 1/Ä*, '^<x>, 0, die sämmtlich in 
der Richtung der wachsenden x durchlaufen werden sollen. Die Werthe, 
die u in diesen vier Punkten hat, sind für die Halbebene I (oben 
links) nach den Gleichungen (6) § 5 bez. 0, Ky K-^-iK'^ iK\ 0, d. h. 
für die Halbebene I und das sie abbildende Rechteck I entsprechen den 
Strecken 

0,1; 1,1A^ l/i«,+ cx); —00,0 

bez. die Linien 

Für die Abbildung der übrigen Halbebenen H, HI, IV auf die 
Rechtecke H, HI, IV ist nur zu beachten, 

1) dass die vier Rechtecke I, U, lU, IV zusammen das grosse Recht- 
eck P bilden, 

2) dass die vier Rechtecke I, H, HI, IV in dem Punkt u = iK') 
der dem Punkt x= co entspricht, zusammenhängen, 

3) dass der Zusammenhang der vier Rechtecke unter einander längs 
ihrer Seiten dem Zusammenhang der vier Halbebenen unter ein* 
ander entsprechen muss. 
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Nun hängen die Halbebenen 

I und U; n und HI; ÜI und IV; IV und I 

bez. zusammen längs den Strecken 

— 00,0; +00,1/**; —00,0; + 00, 1/fc»; 

daher müssen die Rechtecke 

I und H; n und ÜI; ÜI und IV; IV und I 

bez. zusammenhängen längs der Seiten 

Damit ist die Abbildung der vier Halbebenen auf die vier Recht- 
ecke festgelegt. Die einander entsprechenden Fundamentalwerthe 
von u und x = f(u) sind zusammengestellt in Figur 10^ welche das 

Werthyertheilung yon « = /*(u) = 8n'tt in I, EL, DI, IV. 



in 

I L_ .1./» 



4-a 

I n 



X=s 



rv 



00 x= 

I 



1/* 



1 



« = ] — r t«=0 «=4-r 

Flg. 10. 

grosse Rechteck P und die vier kleinen Recktecke I, H, HI, IV ent- 
hält, die sich symmetrisch um den Mittelpunkt u = iE' von P grup- 
piren. In den Ecken der kleinen Rechtecke sind sowohl die Werthe 
von u wie die zugehörigen Werthe von x angeschrieben; an den Seiten 
und im Innern dagegen nur die Werthe von x.^) So soU die Grösse 
+ a ( — a) an einer Seite bedeuten, dass längs dieser Seite x einen 
positiven (negativen) reellen Werth hat, der zwischen den Werthen 
von X in den Endpunkten dieser Seite stetig variirt. Femer soU der 
Werth + a — ib im Innern von IV bedeuten, dass in FV ic einen 
von Punkt zu Punkt variirenden Werth hat, dessen reeller Theil posi- 
tiv oder negativ, dessen imaginärer Theil aber stets negativ ist. In 
der That hat x in der Halbebene IV von T' solche Werthe. Figur 10 
zeigt, dass x = f(u) Werthe von der Form + a hat auf den Seiten 
der Rechtecke, die parallel zur reellen Axe, und von der Form + a 
auf den Seiten, die parallel zur imaginären Axe der u-Ebene sind. 



1) Kiemann gibt nur die Werthe von x in den Ecken der Rechtecke an. 
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Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu über die Fundamentalwerthe von 

y a= y{x^ k) = ^ /*'(!*) in den Ecken und Seiten der Rechtecke. Diese Werthe sind 
für die entsprechenden Punkte und Strecken der Verzweigungsfläche T' zusammen- 
gestellt in A § a Tabelle (6), die nur auf die u-Ebene zu übertragen ist. Man 
erhält so die Figur 11. Diese zeigt, dass j^^^oo im Punkt u~tf , y^^O in 



Werthyertheilung yon y =»!/"(«*) =1/(ä,*) in I, EL, EI, IV. 
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den übrigen Ecken der Rechtecke ; femer, dass y von der Form 3;^ A ist auf den 
Seiten der Rechtecke, die parallel zur reellen Axe der u-Ebene und von der Form 
± t.B auf den Seiten der Rechtecke, die parallel zur imaginären Axe der u-Ebene 
sind. Dabei variirt y auf diesen Seiten zwischen den in den Endpunkten der 
Seiten angegebenen Werthen. 

Kennt man die Werthe von x = f{u) in den Rechtecken I und 11, so ergeben 
sich die Werthe von a; in III und IV durch folgende Betrachtung. Das Integral u 
hat in dem Punkt x^^oo den Werth %K'. Führt man nim in T' das Integral u 
vom Verzweigungspunkt a; = 00 aus auf übereinander liegenden Wegen zu über- 
einander liegenden Punkten (rc, -f 2^) ^^<^ (^1 —y)^ den Halbebenen I und HI 
(oder n und IV), so treten zu dem Werth iK* noch zwei entgegengesetzte Werthe 
-f-t? und — V hinzu. Man erhält daher für u zwei Werthe u = »-S^' + i> und 
v = f JST' — V oder zwei Punkte, die im Rechteck P symmetrisch zum Mittelpunkt 
u *= »JSr'(a? = 00) und in den kleinen Dreiecken I und DI (oder H und IV) liegen. 
Hieraus folgt umgekehrt: 

Zu zwei zum Mittelpunkt u = »X' von P symmetrisch liegenden 
Punkten »JST' + t? und iK' — v gehören gleiche Werthe von rc, aber ent- 
gegengesetzte Werthe von y. 

Man kann das Resultat der Abbildung so aussprechen. Ebenso wie die 
zweiblättrige Verzweigungsfläche T' zur Festlegung der Werthe von y imd u als 
Functionen von x und insbesondere der Werthe längs der Axe der Fläche dient, 
ebenso dient das Rechteck P und die kleinen Rechtecke I, H, IH, IV der u-Ebene 
zur Festlegung der Werthe von x und y als Functionen von u und insbesondere 
dieser Werthe in den Ecken und auf den Seiten der Rechtecke. 



§ 8. Eigensohaften der eUipüBohen Funotionen sn Uy cn u^ dn u. 

[Zusätze: Abschnitt B § e und f.] * 

Die Abbildung des rorigen Paragraphen erschliesst nun die cha- 
rakteristische Eigenschaft der elliptischen Functionen^ zu- 
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nächst der Functionen x und y. Da u entweder um 2K oder um 2iK' 
oder allgemein um ganzzahlige Vielfache dieser Grössen wächst^ wenn der 
Punkt {x,y) in der Verzweigungsfläche T eine in sich • zurückkehrende 
Curve durchläuft, so ändert sich x (und y) nicht, wenn u um 2K oder 
2iK' oder ein ganzzahliges Vielfaches dieser Grössen wächst. Folglich 
ist x = f{u) (und y:=^f{u)) eine eindeutige, doppelt periodische 
Function von u mit den Perioden 2K und 2iK\ Dies wird aus- 
gedrückt durch die Gleichung 

(1) x = f{u) = f{u + 2K) = f{u + 2iK')=^f{u + m2K+n2iK'). 

Einen ähnlichen Charakter wie x selber haben aber auch noch die 
drei coordinirten Functionen 

(2) Y^ *= sn u, yi — X = cn M, ]/l — k^x = dn m, 

also die elliptischen Functionen in engerem Sinne, deren Pro- 

duct y = y{x, Je) ist. Sie sind ebenfalls eindeutige, doppelt perio- 
dische Functionen von u, nur mit etwas anderen Perioden. 
Aendert sich nämlich u um 2Ky so läuft der entsprechende Werth von 
X in der Verzweigungsfläche T' von der — zur + Seite des Quer- 
schnittes a, d. h. er läuft x um die Verzweigungspunkte und 1. Bei 

diesem Umlauf nehmen aber die Functionen "j/rr, yi — Xy "j/l — k^x 
bez. die Factoren — 1, — 1, +1 an. Aendert sich dagegen u um 
2iK', so läuft X von der — zur + Seite des Querschnittes b, d. h. 
um die Verzweigungspunkte 1 und l/A:*. Bei diesem Umlauf nehmen 
die Functionen (2) bez. die Factoren +1, — 1, — 1 an. Man hat 
daher für die Vermehrung von u um 2K und 2iK' die Formeln 
(Periodicitätsformeln) 

sn (m + m2K + n2iK) = (— ly^ sn(u), 

cn(w + m2K+n2iK') = (— 1>»+« cn(M), 

dn(M + m2K + n2iK') = (— l)-dn(u), 

wo m, n alle Zahlenwerthe 0, + 1, + 2, • •, sein können. Die drei 
Functionen (2) sind hiemach in der te-Ebene allenthalben bestimmt, 
wenn man ihre Werthe in dem aus den Seiten 2K und 2iK' gebil- 
deten Periodenrechteck P der Function x kennt. Nach (3) hat 

(sn u die Perioden AK und 2iK\ 

cnw „ „ AK „ 2K+2iK\ 



(3) 



(4) 



dnw „ „ 2K „ AiK\ 



Jede der drei Functionen hat also ein besonderes Perioden- 
parallelogramm. Die drei Parallelogramme sind nach (4) von gleicher 
Grösse und doppelt so gross wie P. 
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Nach § 7 Figur 10 sind die 0^ und oo^ Punkte der elliptischen 
Functionen in der u-Ebene folgende: 

sn u = 0» für u = 2mK + 2niK\ \ 

cn u = 0^ „ M = (2m + 1) JT + 2niK' , (5) 

dn*w = Oi „ u = {2m+l)K+{2n + l)iK'\ 

sn u^ cn 2i, dn u =s c»^ för u = 2mK + (2n + l)*-^'> 

wo w, n = 0, + 1, + 2, • •, + cx). 

Man kann leicht beweisen, was später vielfach benutzt wird, dass von den 
drei Functionen sn u, cn u, dn u die erste eine ungrade, die beiden andern 
grade Functionen von u sind, dass also 

sn( — tt) = — 8n(t*), cn( — u) ^= -^^ cn (u) , dn( — u) = -|-dn(u). 

Daraus folgt, dass x = sn* u eine grade, y = y(x^k) eine ungrade 
Function von u ist. 

Man vergleiche hierzu Abschnitt B § e Gl. (7). 

Legt man statt der Normalform u des Integrals erster Gattung 
die allgemeinere Form v ((1) § 4) zu Grunde und sind die Periodicitats- 
moduln derselben k^ und Jc^, so ist die ümkehrungsfunction z = g)(v) 
eine eindeutige, doppelt periodische Function von v mit den Perioden 

Jc^ und ^2 ^i^d diö Quotienten Yz — a,- : Yz — a* eindeutige, doppelt 
periodische Functionen von v mit etwas veränderten Perioden. 
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Analytisclie Darstellungen der elliptisclien Functionen 

nnd Integrale. 

[Zusätze: Abschnitt C § g — m.] 

In Abschnitt n § 8 wurde die charakteristische Eigenschaft der ellip- 
tischen Functionen, nämlich die doppeltePeriodicität aufgestellt. Abschnitt in 
enthält die verschiedenen analytischen Darstellungen dieser Func- 
tionen, vor allem die beiden, welche in der ganzen u-Ebene (Geltung haben, nämlich 
die Darstellung durch Partialbrüche (§ 9) und die durch Quotienten von 
unendlichen Producten (§ 11). Im Anschluss an die erste Darstellung gibt 
Biemann noch die Entwicklung der elliptischen Functionen in trigonometrische 
Reihen (§10), die nur in einem beschränkten Theil der u-Ebene gültig sind. 
Bei allen diesen Darstellungen wendet Riemann dasselbe synthetische Ver- 
fahren an; er baut auf Grund der charakteristischen Eigenschaft der doppelten 
Periodicität mittels der gegebenen Elemente den analytischen Ausdruck für die 
Function auf. Dies geschieht auch da, wo man den Ausdruck aus schon vor- 
handenen Darstellungen durch einfache Rechnung ableiten könnte (wie z. B. die 
Entwicklungen von § 10 aus den Darstellungen des § 9). Die Ausdrücke des § 11 
führen nun in§ 12zurFunctionO(u)(Thetafunction, Jacobi'sche Function), 
die im Mittelpunkt der Theorie der elliptischen Functionen steht. Es erschien 
zweckmässig, die Eigenschaften der Thetafunctionen noch etwas übersichtlicher 
und vollständiger zusammenzustellen, daher die Zusätze C § h und i. Nunmehr 
(§ 13) kehrt die Untersuchung zu den früher zurückgestellten elliptischen In- 
tegralen zweiter und dritter Gattung zurück und gibt, indem sie diese als 
Functionen von u auffasst, ihre analytische Darstellung durch die Thetafunction. 
Es erschien wünschenswerth , hier einige Ergänzungen zuzufügen, welche noch 
andere Darstellungen der elliptischen Functionen und Integrale durch die Theta- 
function enthalten; daher die Zusätze C § k — m. 

§ 9. Daratellong der ellipÜBOhen Funotionen duroh Fartialbrüohe. ^) 

[Zusätze.] 

Wir wenden uns jetzt zu den analytischen Ausdrücken für 
die elliptischen Functionen 

(1) sn ti, onUy dnt*. 

1) Die §§ 9 imd 10 stehen in der Riemann'schen Vorlesung zwischen den 
§§11 und 12; ich habe mir erlaubt, die §§ 9 und 10 voranzustellen, damit der 
Inhalt von § 12 unmittelbar an den von § 11 anschliesst. 
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Vor Allem wichtig sind die beiderlei Ausdrücke, welche in der 
ganzen ti-Ebene Geltung haben, nämlich 

1) die Darstellung durch Partialbrüche, d. h. durch unendliche 
Summen, gebildet aus den <x>^ Punkten der Function und den 
zugehörigen Residuen^) (§ 9); 

2) die Darstellung durch Quotienten von unendlichen Pro- 
ducten, gebildet aus den 0^ und <x>^ Punkten der Function (§ 11). 

Die Aufgabe bietet indess, da man bei der doppelt unendlichen 
Zahl der oo^ und 0^ Punkte, welche die Functionen (1) in der u-Ebene 
besitzen, auf Doppelsummen imd Doppelproducte geführt wird, gewisse 
Schwierigkeiten wegen der Convergenz. Benützt man aber den Umstand, 
dass die elliptischen Functionen (1) zugleich periodisch sind, so kann 
man die Aufgabe wesentlich vereinfachen und die Doppelsummen und 
Doppelproducte von vornherein durch einfache Summen und Producte 
ersetzen. Die Functionen (1) besitzen eine erste Periode 2K (resp. 4Ä); 
wir führen daher statt der drei Grössen u, 2K und 2iK' mit Jacobi 
die beiden Grössen ein 

5 = e',g' = e', (2) 

welche nur von den Verhältnissen u : K und iK'\ K abhängen und 
haben nun die Aufgabe, die Functionen (1) durch die Hilfsgrösse s 
darzustellen. 

Die Zahl q in (2) ist von fundamentaler Bedeutung in der 
Theorie der elliptischen Functionen. Bei unsrer Voraussetzung, dass A;* 
reell, positiv und < 1 sei, sind K und K' reell und positiv, also 
q reell und < 1. Dies ist wesentlich für die Convergenz der auf- 
zustellenden Summen und Producte^). 

Die Functionen (1) sind eindeutige Fimctionen von u; sie sind 
aber, da sie nicht sämmtlich die Periode 2K besitzen, noch nicht ein- 
deutige Functionen von s. Dies lässt sich indess durch Zufügung von 
einfachen Factoren erreichen. Die Functionen sn u und cn u wechseln 
bei Vermehrung von u um 2K nach (3) § 8 das Zeichen, während 
dn u ungeändert bleibt. Da nun auch s^^^ oder sr'^l^ bei Vermehrung 
von u um 2K das Zeichen wechselt, so sind die drei Functionen 

^~^^^snM, Ä—^/^cnti, dnw (3) 

eindeutige Functionen von s. Wir beginnen mit der Darstellung 



1) Von Riemann wird die abkürzende Bezeichnung ^^Residuum^* nicht benutzt. 

2) Die analytischen Darstellungen der elliptischen Functionen gelten ganz 
unabhängig von dem Werth der Grösse Ä:', da, wie auch k^ beschaffen sei, doch 
stets I g )< 1 ist. Vgl. Abschnitt C § g. 
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der ersten Function sr^^^snu als Function von s durch Partial- 
brüche. Hierzu sind die c»^ Punkte dieser Function in der s Ebene 
und die zugehörigen Residuen festzustellen. 
Nach (5) § 8 wird 

yx = 3nu = (x>^ für u = 2fnK + {2n+l)iK' oder 5 = 3»»+^ 

Betrachtet man zuerst einen solchen Punkt, für den m = 0, also 
u = (2n + l)iK' = a; s ^ g*»"'"^ = /3, so ist das zu diesem Werth 
von s gehörige Residuum B von 5~^/* sn m 

B = lim (s — ß) s"" 2 sn w = ß^^Mm ^-^ • lim(u — a) sn m 

oder da 

lim^^ = ^/3, ]im(u — a)snu = ^^), 
so wird 

(4) B = Res(s-- sn u) = ^«""^i, 

wo für g""'"* der positive Werth zu nehmen ist^ Geht man nun zu 
dem allgemeinen 00^ Punkt m == 2mÄ'-|- (2n + i)iiC' über, so hat 

für ihn das Residuum von s~2 sn m denselben Werth (4); denn wächst 

u um 2K, so nimmt in (4) sowohl s"^ wie sn u den Factor — 1 an, 
das Product bleibt daher ungeändert. Hieraus folgt, dass in dem Punkt 
u = 2mK'\' i2n + ^)iK' oder s = 3^»+^ der Ausdruck 

(5) s-i sn w - ^-«qn 

nicht mehr unendlich wird oder, wie wir auch sagen, dass in diesem Punkt 
sn M = 00* wird, wie der Ausdruck Bs^ : (s — g*""'"*). 



1) Zur Herleitung dieses Qrenzwerthes dient die Gleichung 

1 



(4a) 8n(u±tJr')-jp 



snu 
die noch öfter benutzt wird. Diese Ol. ergibt sich daraus, dass die Fundamental- 

werthe der Function :i übereinstimmen mit denen der Function sn(tt + tÄ''), 

«snw \ -1- /» 

wie eine graphische Darstellung der Fundamentalwerthe beider Fimctionen nach 
Art von Figur 10 leicht ergibt. Da die beiden Functionen auch dieselben Perioden 

haben, so müssen sie identisch sein. 

V 1 

Nunmehr ist lim (w — %K') sn u «= lim v sn (1? -|- »-K^') = üdi -t = -f 



also auch lim (u — a) sn u>»-jr , da sn u die Periode 2iK' hat. [Biemann -Vorlesung.] 

Eine andere Herleitung von (4 a) und verwandten Qleichungen findet sich in 
B § f Gl. (2). 
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Wir behaupten nun, indem wir den Werth von B (4) eintragen 
und über alle diese Partialbrücbe summiren, dass gradezu die Dar- 
stellung gilt 




HA 



«' 



kK^ S_^n+l 



(6) 



Der Beweis berubt auf zwei Eigenschaften der unendlichen Reihe 
auf der rechten Seite in (6). 

Erstens ist diese Reihe für endliche Werthe von s convergent. 
Denn trennt man die Reihe in zwei Reihen, von denen die eine die 
Glieder mit positivem n, die andere die Glieder mit negativem n ent- 
hält, so convergirt jede dieser Reihen für sich. Bildet man nämlich 
für beide Reihen den Quotienten von zwei auf einander folgenden 
Gliedern, also 



n- 



q-'H 8-3«»+l ^^ g"""i «-3-«"+l_l 8q^n-l_^ 



SO nähern sich beide Quotienten bei endlichem s mit wachsendem n 
dem Grenzwerth q, der < 1 ist. 

Zweitens hat die unendliche Reihe in (6) dieselben Perioden 
4K und 2iK' wie sn u. Denn setzt man in ihr u -f* 4iC an Stelle 
von Uy so bleiben s xmd s^^^, also auch die Summe selber ungeändert. 
Setzt man dagegen u -f* 2iK' an Stelle von u, so geht s in q^s und 
s^/* in gs^/*, also jedes Glied der Summe in das vorhergehende über 
und die Reihe bleibt wieder ungeändert. Aus beiden Eigenschaften 
folgt nun, dass die Reihe in (6) wirklich =sau ist. Denn die Dif- 
ferenz beider Functionen ist nach dem Bewiesenen nicht nur für alle 
endlichen Werthe von m, sondern wegen der doppelten Periodicität 
auch für u =>= oo endlich. Die Differenz ist also eine Constante und 
diese Constante ist = 0, da die linke wie die rechte Seite in (6) ihr 
Zeichen ändert, wenn man — u für u oder 5~^ für s setzt. Damit ist 
die Gleichung (6) bewiesen. In ähnlicher Weise findet man die ana- 
logen Darstellungen von cn u und dn u. 

Schreibt man die Gleichung (6) (ti = 1, 2, •, oo) 

(6a) 



n 


n—jt —4- n—i 1 
q ^ 8 ^ q ^ 8^ 


setzt zur Abkürzung 


u=^2Kv; « = <?*'''*' 


und benutzt die Gleichungen 


«l/2__«-l/2_ 


2t8in9rt7, «-4-8 ^ = 2co82«t7 



(7) 



(8) 
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so erh&Jt man (Jacobi, W. I, S. 144) 

und durch analoge Betrachtungen 

(10) cnu=.cn2g«. = - II.C08 «t; V -tll p'~^^^ -^'~'\ , 
^ ' kK ^ 1 — 23*"-* cos 2«« +5*»-* 

^ "^ 2K K ^ l-2o*"-*co8 2«« + 5*"-* 

Setzt man in (10) und (11) u = 0, t? = und in (11) u = jr, v^\ und be- 
rücksichtigt die Werthe B § f Tabelle (1), so erhält man (Jacobi, W. I, S. 169) 

(12) ?^'= _4VtLi)!£l^ 



(^*) ^=^+*2'^ 



+ a* 



fi — 1 



§ 10. Darstellung der elliptiBOhen Fnnotionen durch trigono- 

metrisohe Seihen. 

[Zusätze.] 

■ 

Bevor wir zur Lösung der zweiten, in § 9 formulirten Fundamental- 
aufgabe übergehen, schliessen wir an die Untersuchungen des § 9 eine 
Darstellung der elliptischen Functionen durch Reihen an, die 
nach Potenzen der Grösse s fortschreiten und sich leicht in trigono- 
metrische Reihen verwandeln lassen. Während aber die Darstellungen 
der elliptischen Functionen durch Partialbrüche (§ 9) für alle endlichen 
Werthe von u oder s (mit Ausnahme von s = 0) gelten, haben die 
zu entwickelnden trigonometrischen Reihen nur einen beschränkten 
Convergenzbereich. 

Die drei Functionen 

(1) s~^gnM, s~2cnM, dn M 

sind eindeutige Functionen von s und werden = ooMn den Punkten 

(2) s 3^ 3», 3, gr\ ff~', «"',••. 

Sie lassen sich also nach allgemeinen Sätzen der Functionentheorie 
nach Potenzen von s mit + Exponenten entwickeln in jedem Ring- 
gebiet, das eingeschlossen wird von zwei um 5 = beschriebenen 



y\ 



r 
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Kreisen ; die durch zwei aufeinanderfolgende der Punkte (2) gehen 
(Fig. 12). Es sei die Aufgabe, diese Potenzreihen aufzustellen für das 
Ringgebiet, in dem ? < 1 5 1 < gr-^ ist. 

Wir beginnen wieder mit der ersten der Functionen (1) und setzen 
für sie eine Reihe mit unbestimmten GoefGcienten an, nämlich 



j 2 sn w = ^r ötnS", (3) i \ 

00 ^ 

gültig, wenn 

2<kl<!r'- 

Zur Bestimmung der Goeffi- 
cienten a» leitet man eine zweite ^^ .^ 

Form der Entwickelung für das- 
selbe Gebiet ab durch folgende Betrachtung. Die Function (3) wird 
für 5 = g gleich oo* und zwar nach (5) § 9 so, dass der Ausdruck 

s 2 sn M — Vk^^ endlich bleibt, wenn 2* < | s | < ?~^ (4) 

Eine Entwickelung dieses Ausdrucks (4), die gültig ist, wenn \s\ 
zwischen q und q"^ liegt, gilt daher auch für das weitere Ringgebiet, 
in dem |5| zwischen ^ und ir' liegt. 

Da nun 



— flO 



z:^ = 2*"""'^^ wenn|s|>g, (5) 



— 1 



dagegen 



oo 



j^ 2^"~**"' wemi|s|<g, (6) 



so folgt nach (5) 



+ 00 

,1/2 ^^^ 



« 



wenn 2* <|5| <?""*. 

Hieraus erhält man nun eine Reihe für s" 2 gn ti, die nur noch 
gültig ist, wenn |$| zwischen g^ und q liegt, indem man das zweite 
Glied der linken Seite in (7) nach (6) in eine Reihe, die gültig ist, 
wenn | s | < ^, entwickelt und diese Reihe auf die rechte Seite in (7) 
bringt. Man erhalt so aus (7) 

+ 00 

s""i sn M = ^ {an — j^«~"~*) s"; 



— 00 



gültig, wenn ^<\s\<q, 

Biemann'i Yorleign. üb. elllpt. Fonct 3 
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Diese Reihe lässt sich durch die Substitution s = 6q^, bei der 
sn u ungeandert bleibt^ in eine andere, nach Potenzen von 6 fortschrei- 
tende Reihe transformiren, die gültig ist, wenn 2<|<J|<?~"^, die 
also mit der in 6 geschriebenen Reihe (3) übereinstimmen muss- 
Daher ist 



— oo — 00 



Die Vergleichung dieser Reihe mit (3) gibt den Werth von a«. 
Man erhält daher, wenn man noch mit s^^^ multiplicirt, schliesslich 

— oo * 

gültig, wenn q<\s\<gr^. 

In derselben Weise ergeben sich die analogen Potenzreihen für 
cn u und dn u. 

Schreibt man die Gleichung (8)*) (n= 1, 2, • •, oo) 

(8a) '^^-kK^ l-g»-' 

und führt durch die Gleichungen (7, 8) § 9 trigonometrische Functionen ein, so 
erhält man (Jacobi, W. I, S. 167): 

n-t 
/^N ^ xr 2» ^^IQ 2 8in(2n — l)nv 

(9) ^u = ^2Kv^j^2j i-^' ^T-^ 



und durch analoge Betrachtungen 



2« %n2 ^ cos(2n — l)3rt? 



(10) cni4 — cn2jBrt7 = ^-= >' ^ V — 7 

n 

/^^v j j « TT- « , 2« VI ff" cos 2 nwt; 

(11) dnM=»dn2jBrt; = -^+-= >' ^ 

Die Entwicklungen (9 — 11) sind gültig, sobald ff<|«Kff~^ oder, wenn 
man © = ©' + iv' setzt, sobald 

JT' JT' 

(18) r" '<«-»*•"<« ', also 5>2t,">-5 

ist. Setzt man in (10) und (11) w = 0, t? = und in (11) tt = JSr, t7 = ^, so er- 
hält man (Jacobi, W. I, S. 169): 



1) Die Gleichung (8 a) ergibt sich auch aus (6 a) § 9 durch Entwickelung der 
Partialbrüche nach Potenzen von 8. 
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2kK 

2K 

2k'K 



+ ^ 



-2, 

n 



"i 



»— 1 



»1 






- if ff" 



(18) 



(14) 



(16) 



§ 11. Darstellimg der eUipÜschen Funotdonen durch Quotienten 

unendlicher Producte. 

[Zusätze: Abschnitt G § h.] 

Wir kommen jetzt zu der zweiten und wichtigsten fundamen- 
talen Darstellung der elliptischen Functionen durch Quotienten von 
unendlichen ProducteU; gebildet aus den 0^ und oo^ Punkten. 
Wir setzen, indem wir zur Abkürzung neben m eine Grösse v und 
neben q eine Grösse r einführen^), 

rtK' 



X = 



iK' 



K ' 



g = c 



(1) 



so dass 



(2) 



den Werthen s = 1, — 1> ?; — 9 

die Werthe M = 0, JBT, iK' , K+iK' 

und die Werthe t? = 0, —, y, Y + Y 

entsprechen und wählen diesmal die eindeutigen Functionen von s 

s^l^ sn u ^/^ cn M dn m (3) 

als die darzustellenden Functionen. Die 0^ und oo^ Punkte dieser 
Functionen sind nach (5) § 8, wenn n = 0, + 1; zt 2, • • • + ^^y 
folgende : 

suM = 0^far5= g*» , sn w = oo^ für s = g**""* 



cn M = 0^ 
dnM = 0^ 



V 



s = — 2*" , cn M == oo^ 
s = — ?*"~^; dnM = (x>^ 



7} 



n 



s^=^q 



«n — 1 



.Sii~l 



(4) 



Man erhält die gesuchten Entwickelungen, indem man wieder con- 



1) Biemann setzt as>e^' und bezeichnet das Periodenverhältniss gelegent- 
lich durch m\ ich habe keinen Anstand genommen, die obigen Bezeichnangen von 
Weierstrass einzuführen zur Vereinfachimg des Druckes und zur Yergleichung 
mit den Weierstrass'schen Formeln. 

3* 



36 Dritter Abschnitt. 

yergente Ausdrücke in s aufbaut, die mit den Functionen (3) dieselben 
Perioden und dieselben 0^ und oo^ Punkte haben. 

Wir beginnen mit der ersten Function (3) s^/* sn u und bilden 
mit Rücksicht auf (4) den Ausdruck 

r^, fr »-«'" f. u 77(«-g'")77('-«-") 

(ö) /»/ , «.-1 -= (« — 1) • -;; n > 

-- '^ /7(«-9*-')/7(»-4-'-+') 

WO auf der ersten Seite n = 1^ 2, 3, • • oo. Dieser Ausdruck hat die 
gleichen 0^ und oo* Punkte wie s*/* sn u (die Punkte 5 = und s = oo, 
die dem Punkt 14 = oo der u- Ebene entsprechen, werden unten be- 
rücksichtigt). Zunächst fragt sich, ob der Ausdruck (5) für alle end- 
lichen Werthe Yon u oder s(|si >0) convergiri Hierzu müssten die vier 
Producte in (5) einzeln convergiren oder, was dasselbe, es müssten die 
Logariihmen derselben für alle Werihe Yon s mit Ausnahme der 0^ 
und oo^ Punkte von (5) convergiren. Nun ist aber der Quotient von 
zwei auf einander folgenden Gliedern in einer solchen logarithmischen 
Summe nicht, wie es sein müsste, für n = 00 kleiner als 1, der Aus- 
druck (5) also nicht conveigent. Aendert man aber die Form der Glieder 
und bildet statt (5) den Ausdruck (n = 1, 2, 3, • •, oo) 

(6) F(s) = (l — s) ^^^ "^ ^11\ ^ ^ 



/jrci-^^-^s-o/zci-«--^^ 



so sind in ihm die vier Producte convei^nt. Denn für das erste 
Product ist der Quotient von zwei aufeinander folgenden Gliedern der 
logarithmiachen Summe, wenn lim n = 00, 



log(i -5«-a-i) _ 35«"(l -5«-+*«-0 



q\ d.i.<l. 



Dasselbe gilt von den anderen Prodncten. Es zeigt sich nun leicht, 
dass der Ausdruck (6) sich von der ersten Function (3) oder dass sich 
s^^^fis) von sn« nur um einen oonstanten Factor unterscheidet 
Denn der Ausdruck s~^ ^F{s) hat, als Function von m betrachtet, 
bereitB die Periode AK\ er hat aber auch schon die Periode 2iK'. Geht 
nämlich 11 über in 11 -f- 2iK\ so geht s über in ^s und Fys\ in 
Fiffs). Nun ist, wie leicht aus (6) folgt, 

(7) F{ifs) = qf{s) oder {!fsy^F{ifs) = s''^F{$\, 

womit der Beweis geliefert ist Der Quotient sn m : jt^^ ^f{$\ ist daher 
nickt nur filr alle endlieh^i Werthe von m, sondern wegen der dop- 
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pelten Periodicitat auch für u= oo endlich ^ d. h. er ist constant. 
Damit ist die Darstellung gewonnen 

Zur Bestimmung der Constante A in (8) benutzen wir die Iden- 
tität (4a) §9, nämlich sn m sn(w -|" ♦-ST') = y Bildet man mittels 

des Ausdrucks (8) diese Gleichung, wobei nur zu beachten, dass dem 
Uebergang von m in m + i^' der Uebergang von s in qs entspricht, 
so erhält man 



Ä^ = — 



Vi 



oder Ä = i 



-M 



(9) 



Transformirt man schliesslich, was besonders för reelle Werthe von u 
zweckmässig ist, den Ausdruck (8) noch, indem man 

«1/* — 5-V2 = 2i sin nv, s + sr^ = 2 cos 27tv (10) 

einführt, so erhält man als Schlussformel der Untersuchung (n= 1,2,- ,00) 



sn w = — ^ sm nv • ^ ^—' 

^* /7(l-2g»"-icn2«i? + ^"-"») 



(11) 



Auf demselben Wege ergeben sich entsprechende Darstellungen für die 
Functionen cn u und dn u. 

Dieselben sind (Jacobi, W. I, S. 165): 



cnu = B ■ 



i+« 77(1 + 9*" «)/Z'(i +«'"«"') 



n 

= 2 yq 1/ -p cos XV • — = 

/7"(l — 2g*"-»cog2«»+jr*"-*) 



(12) 



dnu=C 



/Z(l+9''-'»)/Z'(»+9 



»,-ig-i)' 



JI(^-^'-'s)JJ(l-q''-^s-') 



/TT /7(l + 2«*— ^co9 2«»+4*«-») 
= V* • —^ 

/^■(l — 2ä*"-*cog2«»+4*"-*) ' 



(18) 



[Vgl. C § h.] 
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§ 12. THnfühmng der ThetafkmotionenL 
[Zusätze: Abschnitt C § h und L] 

Jacobi hat die unendlichen Prodacte, die in der Darstellnng Yon 
sn H (11 § 11) und den entsprechenden Yon cn u und dn m im ZSkler 
und Nenner auftreten, ihrer Wichtigkeit halber als besondere Functionen 
in die Analysis eingef&hrt und Thetafunctionen der Yariabeln u 
genannt. Dirichlet hat f&r sie den Namen „Jacobi'sche Functionen^ 
Torgeschlagen. Wir yerwandeln diese unendlichen Producte zunächst 
in unendliche Summen. Es genügt, dies f&r den gemeinsamen 
Nenner der drei Functionen sn u, cn m, dn ü, nämlich 

m m 

(1) /•(«)= JI(l-«*"-»»)JI(l-«*-»s-0 (»=1,2,3,..,«>) 

ansEuf&hren, da sich ans ihm die SLhler leicht ableiten lassen. Die 
Function f(s) ist eindeutig und stetig f&r aUe Werihe von 5 mit 
Ausnahme der Wertfae 8=^0 und s = (x> (d. L u^==(x>). Die Function 
f(s) lasst sich daher in eine nach ganzen positivira und negativen 
Potenzen Ton s fbitschreitende Reihe oitwickeln 

(2) /^W = 2«-^ (» = 0, + l,±2,..,±oo), 

welche in der ganzai ^Ebane mit Ausnahme Ton s = und s ^ (x> 
couTergiit. Die CoefBcientenHa bestimmen sich mittels einer Fun ctional- 
gleichung Ton f{s), nämlich 

(3) /•(*) qsfi^s), 

die sich durdi Bildung Ton f(jg^s) und Veigleichung mit f(s) ans (1) 
ergibt Durch Anwendung Ton (3) erhält man die Id^itilät 

und durch Yeigl^chung der Goeffidenten Ton s**^^ die Beziehung 
11,4.1 = — m9*"+» odä- 

wodurch alle GoefiSdenten o, in (2) bis auf den all^i gem^nsamai 
Factor a^ bestimmt sind. Man hat also 

(4) /•(*)- fl,^(-l)-«^*-. 



Indem laan den Factor a^ wegBsst und statt « die YariaUe m odor r 
eiiif&liit dnidi die GHeidiiingen (1) und (10) § 11 , erhält man die 
erste der Thetafunctionen in Summenform 

^) «(«) — ^(r) = 2(— *)"«^^""=1+22^V— l>f^c«2ii«. 



iiL 
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Wir merken vorläufig zwei Eigenschaften dieser Function &(u) an; 
die erste betrifft die Nullpunkte der Function. Da nach (1) 

/•(s)=0fars=:3«'-i (w = 0,±l,±2,.., + (X)), 

so ist 

e{u)=0mru=2mK'{-(2n—l)iK' Kn=0, + l,+2,-, + oo). (6) 

Da femer, wenn man u-^2K für u setzt, s und folglich auch f(s) 
ungeändert bleibt, dagegen, wenn man u -f- 2iK' für u setzt, s in 
q*s und nach (3) f(s) in — T~^^^^f{'^) übergeht, so besitzt ®(u) ge- 
wisse periodische Eigenschaften, die sich in den Gleichungen 
aussprechen (Periodicitätsgleichungen von 0{u)): 

0(u + 2K) = ®(u), 0{u + 2iK') = — q'-^e"^®(u), (7) 

Wir sind jetzt im Stande, die elliptischen Functionen durch die 
Thetafunction 0(u) darzustellen. In (5) § 8 sind die Werthe von 
u und in (4) § 11 sind die Werthe von s angegeben, für welche diese 
Functionen Null und unendlich werden. Indem man damit die Func- 
tionen (4) und (5) vergleicht, ergibt sich leicht, dass die drei Functionen 

sn u, cn u, dn u (8) 

dieselben 0^ und oo^ Punkte haben wie die Quotienten 

S{u) ' 9(u) ' 9(u) ' v^/ 

Diese Quotienten besitzen indess noch nicht dieselben Perioden wie 
die Functionen (8). Um auch dies zu erreichen, sind den Quotienten (9) 
noch gewisse Factoren zuzufügen. Diese Factoren bestimmen sich so. 
Aendert sich u um 2K oder 2iK\ so nehmen nach (3) § 8 die Func- 
tionen (8) und nach (7) dieses Paragraphen die Quotienten (9) Factoren 
an, die wir in der folgenden Tabelle zusammenstellen: 



w 


Functionen (8) 


Quotienten (9) 


2K 


-1, -1, +1 


+ 1, +1, +1 


2iK' 


+ 1, -1, -1 



Fügt man daher den Quotienten (9) bez. die Factoren zu 



iftu 



iJtu 



6*', 6^^ y 1, SO erhalten sie dieselben Perioden wie die Functionen (8) 
und können sich von diesen nur noch um constante Factoren Ay B, C 
unterscheiden. Man hat also 
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(10) 



inu 



sn 



cn 






inu 






e(u) 



Diese Ausdrücke gaben Jacobi Anlass, neben der ersten Thetafimction 
(5) noch drei weitere Thetafunctionen einzuf&hren. Man setzt, 
indem man den Zahlern in (10) noch gewisse constante Factoren gibt, 



(11) 



(«it 



inu 



Öj(m) = gi/4e»*- B(u-\-K-\- iK), 

®s(«) == e(« + -SO • 

Bezeichnet man diese Functionen als Functionen von v mit ^i{v\ 
'^^(v), f^ti!") '^^ beachtet die Beziehungen (2) zwischen w und v, so 
kann man statt (11) schreiben 

*l(«) »?»/*c""d(t> + y), 

(12) *,(P) = 2VV"*(t; + Y + y), 

,*.(») = *(«' + y) • 

Die Reihenentwickelungen (5) geben alsdann ffir die drei neuen Theta- 
functionen die Darstellungen 

+ 00 



(13) 



OD 



= 2 • ^.{— l)"ä("+i)' sin (2n -f 1)«», 







4-00 



ö^(m) = ^^(f,) = V3(*+i)>»+i)'^* 



— oo 



oo 



2 • 2'2^""*'*^*co8 (2n + 1)«», 



+« 



— OO 



oo 



1 4" 2^^ ?"* cos 2nxv, 
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und die Gleichungen (10) lassen sich schreiben 

8n« = A,|^>, cii« = A,§;^, dnu==fK,^. (14) 

Es sind jetzt noch die Constanten A^^ A^, A3 zu bestimmen. 
Hierzu dienen die Gleichungen 

8nU'sn(u+iK')=\] cn(0).cn(Z+iiJ:')=— x^ MOydn{K)=Jc\ (15) 

von deneh die erste bereits in (4a) § 9 bewiesen wurde, während die 
beiden anderen sich ergeben aus den Gleichungen 

8n(0) = 0; cn (0) = dn (0) = 1; an (Z) = 1; Bn(K+iK')=^ 

(vgL die Fundamentalwerthe von o; in § 7 Figur 10). Um die Gleichungen 
(15) mittels der Quotienten (14) bilden zu können, bedarf man einiger 
Formeln, welche die vier Thetafunctionen in einander verwan- 
deln. Man findet leicht aus den Reihenentwickelungen (5) und (13) 
die Formeln (Yerwandlungsformeln): 

»,(tJ-f-|-)=tg-»/*e^""'^(t>), d(»+Y)=i3-i'*e-""'*i(») 

*»(«+|)=*(f), ' *(»+4)=*»('') 

Der Beweis ergibt sich durch directe Umformung; so ist z. B. 

00 

+ 00 

= ig-^/'*e-^^»^(— l)"+ig(«+i)V**+^>*^*' 

CO 

= ig-V4c-'««''&(t7). 

Bildet man nun mittels der Functionen (14) die erste Gleichung (15) 
und benutzt die ersten Gleichungen (16), so erhält man zur Bestim- 
mung Yon A^ 

A2'^lW ^'V "'""2") .2 1 , . 1 

A? -^7^ 7 r- = AJ = -5- , also A. = -p • 

Bildet man ebenso, indem man v = setzt, die zweite Gleichung (15) 
und benutzt die zweiten Gleichungen (16), so erhalt man für A^ 



(16) 
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Verfährt man ebenso mit den dritten Gleichungen (15) und (16), so 
wird für A, 



A|M.!!(l)_^,_jt' also A, = l/*'. 



» 



© 



Trägt man die Werthe von A^, A^, A, in (16) ein, so erhält man 
schliesslich die folgenden Darstellungen der elliptischen Func- 
tionen durch die Thetafunctionen: 

(17) 8n« = 4J,(^), cnu = l/|5/^>, dn«=yi'%i^>. 

Die Wurzeln j/t und Yk' in diesen Gleichungen sind positiv zu nehmen, 
wie die Vergleichung der beiden Seiten in (17) für specielle Werthe 
von u oder v zeigt. 

Setzt man in der ersten Gleichung (17) u = K, v==Y' ^^ erhält 
man für k den Werth 

n«^ VI - ^' ^^ = »' w ^ ^(g''* + 9'" + ^'" + ■ ) 

Diese Gleichung kann dazu dienen (vgl. Jacobi, W. I, S. 345 und 363), 
eine Tafel zu berechnen, die zu jedem q den Werth von k, also auch 
umgekehrt zu jedem k den Werth von q gibt. Beide Werthe liegen 
nach unseren Annahmen zwischen und 1. Hat man zu k den Werth 
von q bestimmt, so geben die Gleichungen (5) und (13) zu jedem u 
oder V den Werth der Functionen '&•(«?), '9'i(v), ^i(^), "^sW ^^^ ^^® 
Gleichungen (17) den zugehörigen Werth von sn m, cn u, dn u. 

Vgl. C § h und i. 

§ 13. DarsteUimg ellipüsoher Integrale dnroli Thetaftinotionen. 

[Znsätze: Abschnitt C §k — m.] 

Die Thetafunctionen dienen nicht nur zur Darstellung und Be- 
rechnung der elliptischen Functionen im engeren Sinne, nämlich Yx, 

yi — X, yi — k^Xy durch die Grösse m, welche das Integral erster 
Gattung mit der oberen Grenze x vorstellt, sondern auch zur Dar- 
stellung einer beliebigen rationalen Function 

R{x, y) = B{x, yt^) 



der beiden Grössen x und y = y(a;, k) durch u und ebenso zur Dar- 
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stellang des Integrals einer solchen Function oder des all- 
gemeinen elliptischen Integrals 

X 

W=jB{x,y(^^dx (1) 

C 

durch u. Es lassen sich nämlich die Eigenschaften des Integrals W 
leichter übersehen und seine Berechnung leichter durchführen, wenn 
man W nicht als Function von x, sondern durch Vermittelung des 
Integrals erster Gattung als Function von u betrachtet. 

Um W als Function von u darzustellen, bemerken wir, dass 

^=^-|^ = 2i?(a:,l/(^.l/(^ (2) 

eine eindeutige, doppelt periodische Function von u ist mit den Perioden 
2K und 2iK\ Denn die Function (2) ist, als Function von x be- 
trachtet, verzweigt wie die Fläche T oder sie ist eindeutig in T. Da 
sich nun die Fläche T' mittels des Integrals erster Gattung u conform 
auf das Rechteck P der u-Ebene mit den Seiten 2K und 2iK' ab- 
bildet, so ist die Function (2), als Function von u betrachtet, von der 
angegebenen Beschaffenheii Um diese Function in u darzustellen, 
fassen wir ihre im Rechteck P liegenden Unstetigkeitspunkte ins Auge. 
Diese Punkte seien m/, t^j', . ., m« und es sei in u/ 

-Ä^ unendhch wie — — r + -, + — , + • -, (2) 

also 
W „ „ A^iog(u-u;)-^,-^~^,-.., (3) 

wobei die Anzahl der unendlich werdenden Glieder für jeden der 
Punkte ti/ nur eine endliche ist. Dann zeigt sich zunächst, dass die 
Goefficienten derjenigen Glieder in TF, die logarithmisch unendlich 

werden fd. h. die Residuen von -3—), nicht unabhängig sind, sondern 

durch die Relation verbunden 



n 



2'^' = 0. (4) 

• =.1 

Denn nach Gauchy ist 

das Integral genommen über die Begrenzung des Rechtecks P in posi- 
tiver Richtung, d. h. so, dass die Fläche von P zur Linken liegt. Wegen 
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dW 
der doppelten Periodicität von -j— aber ist dies Integral = 0, woraus 

die Gleichung (4) folgt. (Vgl. auch Abschnitt I § 1, Gl. 6.) 

Wir setzen nun aus Thetafunctionen einen Ausdruck zu- 
sammen, der im Rechteck P ebenso unstetig wird, wie die 
Function W. Hierzu benutzt man am einfachsten die Thetafunction 
0i(m), die nach (13) § 12 ungerade ist, während die drei anderen Theta- 
functionen gerade Functionen von u sind. Im Punkt u = u/ ist die 
Function 

0^{u — u/) gleich 0^ wie u — m/, folglich 

^^S ®i(^ — ^0 unstetig wie log(u — u/), 

Vergleicht man dies mit (3), so ist klar, dass der Ausdruck 

.dlogSJu—u/^ .dHogSJu — uf) 
(5) <p,(„)=^'logöi(«-«/)-^i— 5-A Li+^i_i_li L^_.. 

in u =3 u/ ebenso unstetig ist wie W, Nimmt man die Summe der 
Ausdrücke (5) über alle Werthe von i, so erhält man einen Ausdruck 

(58) «(«)=2*'W' 

i 

der so beschaffen ist, dass W — * im Rechteck P stetig bleibt. Es 
ist nun weiter leicht zu sehen, dass sich W und ebenso O, also auch 
W — O als Function von u nur um Constanten ändern, wenn u um 2K 
oder 2iK' wächst Für W ergibt sich dies so. Aendert sich u um 
2K (oder 2iK'), so läuft der entsprechende Punkt x in T' von der 
— zur + Seite des Querschnitts a (oder 6); dabei ändert sich W als 
elliptisches Integral um constante Grössen (die Periodicitätsmoduln von 
W vgl. A § c). Für 9 aber ergibt sich dieselbe Eigenpchaft so. Aus 
(11) und (7) § 12 folgt für ö^: 



inu 



(6) öi(w + 2iC) = — Öi(m), öi(w-f 2ijr) = — g-^e ^ e,{u). 

Wächst daher u um 2Kf so ändert sich O nach (5) nur imi eine 
Constante. 

Wächst dagegen u um 2iK\ so ändert sich O um den Ausdruck 

— ^ 2 ^' + Const. = Const , da ^^ ^^ = ist (Gl. 4). 
i 

Nach bekannten Sätzen ist nun eine Function, wie W — 0, die 
im Rechteck P der u-Ebene eindeutig und stetig ist und sich bei Ver- 
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mehrung von u um 2K oder 2iK' nur um Constanten ändert oder 
mit anderen Worten, die in der Verzweigungsfläche T' eindeutig und 
stetig ist und sich beim Ueberschreiten der Querschnitte a und b nur 
um Gonstanten ändert, ein Integral erster Gattung oder eine lineare 
Function von w. Man hat daher fQr das allgemeine elliptische 
Integral W (1) die Darstellung 

W=9(u) + C„u-\-C,. (8) 

Die Gonstante Cq bestimmt sich aus den Periodicitatsmodaln von W. 
Als Beispiel behandeln wir das Integral dritter Gattung 

Tr=|r — ^-^-=. (8) 

Zu X :== Xq gehören zwei Punkte u = + Uq und die ihnen nach den 

Moduln 2K und 2iK' congruenten Punkte der ti-Ebene. Die Function 
1 



X Xf^ 



wird aber unendlich 



in M = Wq wie 



in M = — Uq wie — 



1 1 



Nach (7) hat man daher für das Integral (8) die Darstellung 
2y(^;:;*)-Tr=J^|^)^=log».(«-«o)-log©,(«+«o) + C„u+C,. (9) 

Setzt man 

^ ^ S{u) du ^ *^ ' Öi(h) du ^ ^ ^ 

so hat man statt (9) 



^^'^^^^ = ^. («*-«.) —2. (1* + «.) + C. . 



X Xq 



Zur Bestimmung der Gonstante C^ setze man x = 00j u='iK'; dann findet 
man, da Z^ (u) eine ungerade Function ist, 

C. - Z, (M„ - iE') + Z, (u. + iK-) = 2Z(«.) . ') 



Daher ist 



oder 



2 V^, *) .^z,if^- u,) - Z, (« + ti.) + 2Z(«.) (11) 



X JJq 



/ 



iSj^i-'»'!^! +--«+<'■• 



1) Vgl. die Formeln (7) und (8) in C § 1. 



Vierter Abschnitt. 

Addition, Mnltiplication nnd Transformation der elliptisclien 

Functionen. 

[ZuB&tze: Abschnitt D §n — q.] 

Im zweiten Absclmitt wurden die charakteristischen Eigenschaften, im dritten 
Abschnitt die analytischen Darstellungen der elliptischen Functionen entwickelt. 
Der vierte Abschnitt behandelt gewisse algebraische Relationen, die 
zwischen den elliptischen Functionen mit verschiedenen Argumenten aber dem- 
selben Modul (Addition und Mnltiplication) oder mit verschiedenen Argu- 
menten und verschiedenen Moduln (Transformation) bestehen. In § 14 werden 
auf einem eigenartigen Wege die Additions formein hergeleitet. Es dürfte 
zweckmässig sein, diese Formeln schon vor den analytischen Darstellungen etwa 
nach n § 8 einzuschalten, da sie schon bei den einfachsten Anwendungen auf- 
treten. Dann folgt in § 16 die Reduction der allgemeinen auf die ratio- 
nale Transformation, wozu D § n einige Ergänzungen liefert. In § 16 wird 
die rationale Transformation analytisch durchgeführt nach demselben 
synthetischen Verfahren, wie früher die Darstellung der elliptischen Functionen. 
Als Ergänzung dient D § p, welcher die wichtigen Transformationen ersten und 
zweiten Grades nach demselben Princip behandelt. § 17 endlich gibt eine kurze 
Untersuchung der ganzzahligen und complexen Mnltiplication als eines 
specieUen Falles der Transformation. Als Ergänzung ist in D § q die Durch- 
führung der ganzzahligen Mnltiplication gegeben. 

§ 14. Das Additionstheorem der eUiptisohen Funotionenu 

In diesem Abschnitt sollen gewisse algebraische Relationen 
entwickelt werden, die zwischen den elliptischen Functionen mit ver- 
schiedenen Argumenten aber demselben Modul (Addition und Mnlti- 
plication) oder mit yerschiedenen Argumenten und verschiedenen 
Moduln (Transformation) bestehen. 

Wir beginnen mit der Addition^). Die elliptischen Functionen 
snU; Gnu, dnu besitzen ein algebraisches Additionstheorem 
ähnlich wie die trigonometrischen Fimctionen sin u und cos u, d. h. 
jede der drei elliptischen Functionen, gebildet für die Summe zweier 

1) Eine andere, ebenfalls in Riemann^schem Sinne gehaltene Herleitung des 
Additionstheorems findet sich in der Zeitschrift fär Mathematik und Physik, Bd. 45. 
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Argumente u und v, stelle sich algebraisch dar durch dieselbe Function, 
gebildet för die Einzelargumente u und v,^) Wir schicken der Her- 
leitimg dieses Satzes eine allgemeine Bemerkung voraus. 

Nach dem Früheren sind x und y = }/(rr, k) doppelt periodische 
Functionen von u und die erste eine gerade, di^ letzte eine un- 
gerade Function von u. Allgemein ist jede rationale Function von 

(Xy y) oder von (a?, Y{x/Ic)) oder jede in der Verzweigungsfläche T 
eindeutige Function auch eine doppelt periodische Function von u mit 
den Perioden 2K und 2iK\ Umgekehrt ist jede doppelt periodische 
Function 9{u) von u mit diesen Perioden eine eindeutige Function in 
der Flache T, lässt sich also durch eine rationale Function von {x^ y) oder 

\Xy y{Xy Je)) darstellen, und zwar, wie man leicht sieht, in der Form 
Ä + By, wo Ä und B rationale Functionen von x allein sind. Ist 
die Function <P(u) eine gerade Function von w, so stellt sie sich dar 
in der Form A^ d. h. als rationale Function von x allein, ist 0(u) eine 
ungerade Function von u, so stellt sie sich dar in der Form By^ 
d. h. als Product von y mit einer rationalen Function von x. 

Nun kann man aus jeder doppelt periodischen Function 
q>(u) sofort eine gerade Function von u bilden, nämlich g>{u)-\-g>( — u) 
und ebenso eine ungerade Function, nämlich ^(u) — 9(— w). Daher 
sind die beiden Functionen 

^(u) + g>{-u) und yW-jK-ti) ^^^ 

gerade Functionen und folglich rationale Functionen von x allein. Es 
sollen nun diese beiden Functionen durch a; = sn* m dargestellt werden, 
indem wir der Reihe nach für qp(w) die Functionen setzen 

sn (u -f v) cn {u -}- v) dn (u -f t?) ,^. 

sn(u) ' cn(u) ' dn(u) ^"^^ 

Wir stellen erstens die Form der so entstehenden Func- 
tionen fest. 

Die erste der Functionen (1), gebildet mit der ersten Function (2), 
kann man, da sn u selber eine ungerade Function ist, schreiben 

Bn(u + „) + 8n(u-«,) _ 

snu ^ ' ^ ^ 

WO Ä eine rationale Funktion von x = sn* u und Cj eine nur von v 
abhängige Grösse ist. 

Nun ist für u = iK^ Ä = 0« (denn der Zähler in (3) wird 



1) Vgl. Satz 3 am Schluss von I § 2. 

2) u = tt^ bedeutet u = Uf^-\-in2K-\- n2iK\ wo tn und n ganze Zahlen sind. 



(6) 
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= 0^, der Nenner = oo^). Femer ist Ä = oo^, wenn w + 1? ^ iK' 
und wenn u — v^ iK' oder es ist Ä = <x>^ für w ^ + (v + iK'). 
Hiemach ist es leicht, die reciproke Function 1 : Ä durch x dar- 
zustellen. Dieselbe muss = oo^ sein für u ^ iK' und = 0^ für 
u ^ 4- (y 4" iK'\ Sie ist also eine ganze, rationale Function in 

X vom ersten Grad und von der Form x — sn* (v + iK') = x — ri — r" 
(vgl. lU § 9 Gl. 4a), so dass man setzen kann 

(4) Ä = l:(l— *«sn«Msn«t?). 
Hiemach wird 

(5) sn (m + v) + sn (ti — v) = Cj Ä sn u. 

Ebenso findet man 

cn (u + v) + cn (m — v) = Cg Ä cn M , 
dn (u + ^) + dn (m — v) = C/j Ä dn w , 

jedesmal mit derselben Function ß. 

Die zweite der Functionen (1), gebildet mit der ersten Function (2), 

gibt, wenn man berücksichtigt, dass y{Xy k) = sn u cn u dn u und wenn 
man mit sn^ u = o; multiplicirt, 

(7) ^(.u + v)-m(u- v)_^, 

wo wieder Äj eine rationale Function von x und C^' nur von v ab- 
hängig ist. Da die Function (7) in denselben Punkten = 0* und 
= oo* wird, wie die Fimction (3), so ist Äj = Ä. 
Man erhält so die drei weiteren Gleichungen 

Isn (ti + v) — sn (tt — v) = C^Sl cn u dn u, 
cn (w + v) — cn (w — «) = Cg'a sn u dn m, 
dn (u + v) — dn (m — v) = Cj'Ä sn u cn u. 

Es sind zweitens die noch von v abhängigen Factoren d 
und Ci in (5), (6) und (8) zu bestimmen. Vertauscht man in der 
Gleichung (5) u mit v, so muss die Gleichung übergehen in die erste 
Gleichung (8) und umgekehrt. Daher schliesst man 

sn (w -f" ^) + sn (w — t?) = qÄ sn M cn t? dn t?, 
sn (m + v) — sn (u — v) = c/Äsn t; cn u dn u. 

Die übrigen Gleichungen bleiben bei der Yertauschung von u mit v 
ung^ndert; daher hat man 

cn {u -{- v) -\- CTxiu — v) = c^Ä cn w cn V, 

cn (w + ^) — cn {u — v) = c^Sl sn m dn w sn t; dn t; 



(9) 



(10) 
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und 

dn(u -{- v) -{- dn(u — v) = Cj Ä dn w dn v | 

dn (m + v) — dn(u — v) = c^Sl sn m cn m sn v cn t; r 
wo nunmehr die Factoren d und c{ von u und v unabhängig sind. 
Zu ihrer Bestimmung setze man in den ersten der Gleichungen (9), 
(10), (11) t? = 0, iß = 1; dann folgt c^ = (^ = c^ = 2. Ferner folgt, 
wenn man die Fundamentalwerthe § 7 Fig. 10 benutzt, 

aus der zweiten Gleichung (9) fQr w = 0: c/ = 2, 

;; ;7 ,7 ,7 (10) „ w = t; = iT: c/ = — 2, 

„ „ „ „ (11) „ u = v = K+iK':c^ = -21c\ 

Trägt man diese Werthe ein, so ergeben sich schliesslich durch Addition 
und Subtraction aus den Gleichungen (9), (10), (11) die Additions- 
gleichungen der drei elliptischen Functionen, nämlich 

/ , N snucnvdnv + snvcnudnt« 

sn (m 4- 1?) = — rr^=^== = 

^ -^ ^ 1 — 1r sn* u sn* v 

f , V cnucnt'^^snusnfdnudnv 
cn (ti 4- 1;) = i— Sri — i i 



j / I V dnudnt7-4-X;'8nu8nt7cnu 

dn (m -4- t?) = r~ii — s \ 

\ -^ ^ 1 — ur sn' u sn' v 



cnv 



(12) 



Wir schliessen noch folgende Bemerkung an. Setzt man sn^ ti = x, 
sn* t? = y, sn* (w + v) = jf, so folgt ^ 

2rfw=-4^ = -i- (13) 

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und z. 
Die Gleichung ;ßr = sn* (ti + v)j die sich nach (12) in der Form 
z = f{Xj y) darstellt, ist eine Lösung dieser Differentialgleichung mit 
der willkürlichen Gonstanten y. Das Additionstheorem von snt« lässt 
sich denmach auch als Integral der Differentialgleichung (13) ansehen. 
So betrachtet erscheint es als ein besonderer Fall des allgemeinen 
Transformationsproblems der elUptischen Functionen, zu dem wir 
im folgenden Paragraphen übergehen. 

§ 15. Das Transformationsproblem der elliptisohen Funotionen. 

Beduotionen. 

[Zusätze: Abschnitt D § n.] 

Das allgemeine oder algebraische Transformationsproblem 
der elliptischen Functionen besteht in der Aufgabe, eine Differential- 
gleichung der Form 

dz ^^ dt ^v 

VgV) VyW 

Riemann*! Vorlesgn. ttb. ellipt. Fanct. 4 
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WO g{z) und y{^ ganze rationale Functionen vom dritten oder vierten 
Grade bez. in z und f sind, durch eine Gleichung ö(j3r, g) = 0, die 
in z und g rational ist, zu integriren oder auch die beiden Differen- 
tiale erster Gattung (1) durch eine solche Gleichung G(Zy 5) = in 
einander zu transformiren. Die Möglichkeit einer solchen Transformation 
erfordert gewisse Bedingungen zwischen den Coefficienten von g{e) 
einerseits und y(g) andrerseits. 

Indem man die Theorie der doppelt periodischen Functionen be- 
nutzt, kann man dem Transformationsproblem eine zweite Form 
geben. Lässt man einem Werth jer = a den Werth J; = a entsprechen 
imd setzt man 

(2) /•^=/-^ = «,, 

a a 

SO sind die Umkehrungsfunctionen 

(3) = F(w,x,,x,), e = 0(tc;,Ai,A,) 

eindeutige, doppelt periodische Functionen mit dem Argument w und 
gewissen Perioden x^, x^ und A^, A^. Die Aufgabe besteht nun darin, 
durch eine algebraische Gleichung 6r(jgr, g) = die beiden Integrale 
erster Gattung (2) in einander zu transformiren oder überhaupt eine 
solche Gleichung G(ß,^) = zwischen zwei elliptischen Functionen js 
und g mit demselben Argument, aber verschiedenen Perioden her- 
zustellen. Die Möglichkeit einer solchen Gleichung erfordert gewisse 
Bedingungen zwischen den Perioden (x^, Xg) von einerseits und (Aj, A^) 
von g andrerseits. 

In der zweiten Fassung ist die Behandlimg des Transformations- 
problems leichter als in der ersten, weil die Bedingungen der Lösbar- 
keit für die Coefficienten von g(js) und y(g) complicirt, die für die 
Perioden (x^jXj) und (Aj, A^) dagegen sehr einfach sind. Wir halten 
uns daher an die zweite Fassung, geben aber zuvor dem Problem eine 
einfachere und bestimmtere Form, indem wir die beiden Integrale (2) 
auf die Normalform bringen, was nach U § 4 durch eine lineare 
Transformation geschieht. Wir setzen demgemäss, indem wir die 
Moduln der Normalformen mit Je und A bezeichnen, 

und betrachten der Einfachheit halber x=0 und |=0 als ein zusammen- 
gehöriges Werthpaar von x, |.^) Alsdann tritt an Stelle von (2) die Gleichung 

1) Diese Annahme zieht nach sich, dass die beiden Functionen (6) gerade 
Functionen von u sind, dass also zu einem Werthpaar ± u gleiche Werthe von x 
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f^^^ = Mf^A= = u (5) 



und an Stelle von (3), wenn wir die Perioden wieder mit (x^ , x^) und 
i^ifh) bezeichnen, treten die Gleichungen 

X = f{u, Xi, Xg), i = (p(u, Aj, Asj). (6) 

Die Aufgabe der Transformation besteht jetzt darin, die 
Grössen Jf und k in (5) als Functionen des Moduls Je oder 
auch die Perioden k^ und Ag in (6) als Functionen von Xi,X2 
so zu bestimmen, dass zwischen den Functionen x und | eine 
algebraische Gleichung besteht, die wir wieder G(x^^)=0 schreiben. 

Zur Lösung dieser Aufgabe dient folgende Betrachtung. Zu 
einem bestimmten Werth von u gehört nach (6) ein bestimmtes Werth- 
paar a;, |. umgekehrt gehören 

zu einem bestimmten x unendlich viele Werthe von w, 

nämlich etwa + u und alle diesen mod (x^ , Xg) congruenten Werthe und 

zu einem bestimmten | unendlich viele Werthe von m, 

nämlich + u und alle zu diesen mod (A^ , Ag) congruenten Werthe. 

Soll nun zwischen x, | eine algebraische Gleichung bestehen, 
so darf zu einem Werth von a;, d. h. zu allen mod (x^ , Xg) congruenten 
Werthen von + w, nur eine endliche Zahl von Werthen | gehören 
und umgekehrt darf zu einem Werth von |, d. h. zu allen mod (Ai,Ag) 
congruenten Werthen von +u nur eine endliche Zahl von Werthen x 
gehören. Es würden aber zu der Reihe 

unendlich viele | gehören, wenn nicht zwei Glieder dieser Reihe nach 
den Moduln X^^ l^ congruent wären. Man muss daher haben 

+ w + pxi = + **+(P + ^)^ — ^^1 — ^^ 
und ebenso 

+ W + tfXg = + w + (<^ + ^) ^1 — c^i — ^^f 

wo Qj tf, r, s, a, 6, c, d ganze + Zahlen sind. Man erhält so die 
Bedingungen 

rx^ = aAi + 6^2; 5X2 = cA^ + ^^- C^) 

Dies sind lineare Relationen zwischen den Perioden (x^ , Xg) und (A^ , Ag) 



gehören und ebenso gleiche Werthe von £. Dies wäre nicht der Fall, wenn man 
zwei beliebige Werthe x^=Ba, £ = a als zusammengehörig annllhme. Die Formeln 
für den letzten Fall ergeben sich indess mittels des Additionstheorems aus denen 
des ersten Falles. 

4* 
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mit ganzzahligen Coefficienten. Ihre Auflösung ist yon demselben 
Charakter, nämlich 

(8) wAi = drXi — isoc^, nX^^= — crx^-^-asx^, wo n = ad — bc. 

Die Bedingungen (7) sind also nothwendig dafür, dass zu einem 
Werth von x eine endliche Zahl von Werthen | und umgekehrt zu 
einem | eine endliche Zahl von Werthen x gehört. Die Bedingungen 
(7) sind aber auch hinreichend dafür, dass zwischen x und | eine 
algebraische Gleichung G(x^ l) = besteht Denn zu demselben Werth 
von X gehören die Werthe + u und alle nach x^ , Xg ihnen congruenten 
Werthe von u d. h. nach (7) zu einem Werth von x gehören rs Werthe 
von |. Umgekehrt gehören zu demselben Werth von | die Werthe 
+ u und alle nach A^, A, ihnen congruenten Werthe von u, d. h. aber 
nach (8) zu einem Werth von | gehören n = ad — bc Werthe von x. 
Also besteht zwischen (a;, |) eine algebraische Gleichung G(Xy^) = 0, 
die in x vom Orade », in | vom Grade rs ist. 

Man kann die Gleichungen (7) noch etwas vereinfachen mittels 
der sog. linearen Transformation. Setzt man nämlich 

(9) V = «Ai + ^A„ X,' = yX,-\-dX, 

und versteht unter a, /S, y, d ganze + Zahlen, die der Bedingung 

(10) aS — ßy = + l 

genügen, so heisst die zugehörige Transformation eine lineare, weil 
nach dem Vorigen zwischen zwei elliptischen Functionen mit demselben 
Argument u und den Perioden {^i,^) und (Aj', Aj') eine Relation be- 
steht, die für beide Functionen vom ersten Grade ist. 

Nach (9) und (10) ist jeder lineare Ausdruck in A^ , Aj mit ganz- 
zahligen Coefficienten auch ein solcher in k^\ X^ und umgekehrt; die 
Gongruenz nach den Moduln A^, A^ ist daher gleichbedeutend mit der 
Congruenz nach den Moduln A/, Aj'. Durch Einführung der Perioden 
A/, Aj' statt Ai, Ag geht die Function S = 9>(w, A^, Ag) über in eine 
lineare Function von I; li = qPi(tt, A^', A^'), die wir als bekannt voraus- 
setzen^). Haben nun in der ersten Gleichung (7) a und b den 
grössten gemeinsamen Theiler a^, so dass a^= aa^*^ b = ßa^^ so wird 
rxj = a^(aXi + ßX^), worin a und ß relativ prim sind. Mit Hülfe der 
Kettenbrüche lassen sich dann y und S so bestimmen, dass ad — ßy 
= + 1 wird und man kann die Gleichungen (9) bilden. Benutzt 
man diese, so geht (7) über in 

(11) rxj = OiA/, sxg = CjA/ + ^i V 

1) Fiir die analytische Behandlung der linearen Transformation vgl. D § p. 
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Man hat also das Resultat: 

Damit zwischenden zwei doppelt periodischen Functionen 
X und I (6) eine algebraische Gleichung 6r(ir, |) = bestehe, 
ist nothwendige und hinreichende Bedingung, dass zwischen 
den Perioden Xi,Xg von x und den Perioden Xijk^ oder auch 
A/, Aj' von g ganzzahlige, lineare Relationen von der Form (7) 
oder (11) bestehen. 

Das algebraische Transformationsproblem lässt sich nun 
zurückführen auf das einfachere Problem der rationalen 
Transformation, d. h. auf den Fall, in welchem eine der beiden 
doppelt periodischen Functionen sich rational durch die andere aus- 
drückt. Dies geschieht, indem man die Function l von u mit den 
Perioden X^ , X^ in die Function x von u mit den Perioden x^ , Xg über- 
führt durch Einschaltung mehrerer Zwischenfunctionen li, Ig, • •, deren 
jede mit der vorhergehenden durch eine Gleichung von der Form (5) 
und durch gewisse Beziehungen zwischen den Perioden verbunden ist. 
Wir suchen nämlich 

erstens zu | eine Function l^ mit den Perioden (A^', A^'), die definirt 

sind durch die Gleichungen (9) mit der Bedingung (10); 
zweitens zu |^ eine Function l^ ^^ ^^^ Perioden k^, d^X^y so dass 
also die zweite Periode von l^ ein ganzzahliges Vielfaches der 
zweiten Periode von 1^ ist, während die erste Periode dieselbe 
bleibt. Die Perioden von Ig sind dann auch X^ und c^X^' -\'d^X^ 

= ««2-7 
drittens zn Ig eine Function Ij mit den Perioden a^A^'^rxi und 

5X3, so dass die erste Periode von I5 ein ganzzahliges Viel- 
faches der ersten Periode von |g ist, während die zweite Periode 
dieselbe bleibt-, 
viertens zu I3 eine Function 1^ mit den Perioden k^ und 5x3, so 
dass die erste Periode von 1^ ein ganzzahliger Theiler der ersten 
Periode von l^ ist, während die zweite Periode dieselbe bleibt; 
fünftens zu 1^ eine Function I5 mit den Perioden x^ und Xj, so 
dass die zweite Periode von I5 ein ganzzahliger Theiler der 
zweiten Periode von I4 ist, während die erste Periode die- 
selbe bleibt. 
Damit haben wir, ausgehend von der Function | von u mit den 
Perioden Aj, A^, die Function ^^ = x von u gewonnen mit den Perioden 
Xi,X3, die mit Aj, A^ verbunden sind durch die Relationen (7). Die 
hierzu führenden Schritte bestehen (abgesehen von der linearen Trans- 
formation) in der Herstellung einer Function von w, die mit einer be- 
reits gegebenen Function die eine Periode gemein hat, während die 
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andere Periode ein ganzzahliger Theiler der zweiten Periode der ge- 
gebenen Function ist. Ist z. B. a; = /"(u) eine gegebene Function mit 
den Perioden x^, Xg und setzt man in (7) r = 5=l; 6 = 6 = 0; 
rf = 1 ; a = M, so wird | zu einer Function von u mit den Perioden 

Aj , Aj , die bestimmt sind durch A^ = -^ 5 A^ = Xj . Die Gleichung 

G(x,^) = ist hierbei vom Grade n in x und vom Grade 1 in |; es 
ist also ^ = R{x)j wo R eine gebrochene, rationale Function vom 
w**" Grade in Zähler und Nenner. Die durch eine solche Gleichung 
bewirkte Transformation heisst eine rationale Transformation vom 
Grade w. Diese Transformation wird im folgenden Paragraphen ana- 
lytisch durchgeführt. Wir sprechen das Resultat so aus: 

Die algebraische Transformation lässt sich zurückführen 
auf die rationale Transformation, die darin besteht, ein In- 
tegral erster Gattung mit gegebenen Periodicitätsmoduln in 
ein anderes zu transformiren, welches mit dem gegebenen 
Integral einen Periodicitätsmodul gemein hat, während der 
zweite Periodicitätsmodul ein ganzzahliger Theiler von dem 
zweiten Periodicitätsmodul des gegebenen Integrales ist. 

Man kann zwei Haupttransformationen vom n^^ Grade unterscheiden 
(vgl. auch D § n); bei der ersten wird die erste Periode durch n getheilt (Divi- 
sion der ersten Periode), bei der andern die zweite Periode (Division der zweiten 
Periode), während jedesmal die andere Periode ungeändert bleibt. In § 16 wird 
der erste Hauptfall durchgeführt; der zweite Hauptfall lässt sich ganz ähnlich 
behandeln oder auch durch lineare Transformation auf den ersten Fall zurück- 
führen (D § n). 

§ 16. Analytische Durohföhning der rationalen Transformation. 

[Zusätze: Abschnitt D § p.] 

Um die rationale Transformation n**" Grades (für den 
ersten Hauptfall) analytisch durchzuführen, setzen wir 



und haben dann die Aufgabe, wenn durch das erste Integral x als 
doppelt periodische Function von u mit den Perioden Xj , Xg gegeben 
ist, die Constanten M und A so zu bestimmen, dass | eine doppelt 

periodische Function von u mit den Perioden A^ = ~ , A^ = Xj wird. 

Dann muss nach § 15 S eine rationale Function von x sein vom 
Grade n im Zähler und Nenner. 



§16. Analytische Durchführung der rationalen Transformation. 
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Definirt man Ky iK' und entsprechend i, iL' durch die Integrale 

(2) 



K=. f-4^, iK'= f-4^, 



-I-: 



di 



21^S,1)' 



J 2l/(i 



^VWJ)' 



(3) 



so ist 



also 



Xi = 2Z'; x^'=2iK'; Xi = 2LM', X^ = 2iL'M. 



(4) 
(5) 

(6) 
Die obigen Gleichungen zwischen den Perioden gehen daher über in 



i = 



nM^ 



iU = 



M' 



(7) 



Zur Lösung legen wir statt x^ S sogleich die Functionen ]/x, y| und 
ihre Gofunctionen zu Grunde. Von den sechs Functionen 



Y^, yi, yr=^, vr=i, -fr^wi, yr^nn (8) 

sind die beiden ersten u^gerade^ die vier letzten gerade Functionen 
von u. Die Factoren, welche die Functionen (8) annehmen^ wenn sich 
u um 2K und 2iK' ändert^ sind zusammengestellt in der Tabelle 
(vgl. n § 8) : 



u 


Yx 
1 

+ 1 


yV X 


yi k^x 


2K 


1 


+ 1 


2iK' 


1 


— 1 



n 


ri-s 


Kl - A»g 


(-1)- 


(-1)" 


(+1)" • 


+ 1 


1 


1 

■ 



(9) 



Man kann nun leicht aus den sechs Functionen (8) solche zusammen- 
setzen, die erstens gerade Functionen yon u sind und die zweitens 
die Perioden 2K und 2iK' besitzen, die sich also nach den Be- 
merkungen zu Anfang von § 14 als rationale Functionen von x 
allein darstellen. Solche Functionen sind, 



wenn n ungerade ist: ^^ 






yi—k*x' 



wenn n gerade ist: 



Kl 



Ki^ Ki^^^'S 



yixjc)' ^X-k*x' Kl — ** 



— > 

X 



(10) 



(in 
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Vierter Abschnitt. 



Wir begnügen uns mit der Durchführung des ersten Falles 
(n ungerade); der zweite Fall (n gerade) kann ähnlich behandelt 
werden^). 

Erster Fall, n ungerade. Um die Functionen (10) als ratio- 
nale Functionen von x darzustellen^ bedarf es der 0^ and oo^ Punkte 
der sechs Functionen (8) in der M-Ebene, die (mod2if, 2iK') incon- 
gruent sind. Diese 0^ und oo^ Punkte sind nach II § 8 (5) enthalten 
in der Tabelle: 



(12) 



0» 


Yx 


iK' 


yi X 


yi k*x 


VI 




K 


K+iK' 


Äl 


iK' 


iK' 


iK'-\- Sl^ 


iK'+Sli 



yi — m 



wenn zur Abkürzung gesetzt wird, 
(13) 



a.=üti^, wo m = 0,±l, + 2,..,±tL_i 




uX<Kfi.K 



Man kann dies leicht graphisch verfolgen. Figur 13 z. B.^ die für 

n = 3 gilt, enthält diejenigen der 0^ und oo^ Punkte von y|, die im 

Parallelogramm I mit den Ecken 0, K, 
K-\-iK\ iK' liegen. Die Ki-eise o bezeich- 
nen die 0^ Punkte, die um iK' verschobenen 

Punkte X die oo^ Punkte von )/|. 

Man kann nun leicht die erste Function 

(10) yi : yx als rationale Function von x 
bilden. Aus (12) folgt, wenn man die Gleichung ifc sn u sn (w + *-^) == 1 
benutzt. 



wo 



U'K 



Flg. 13. 



(14) 



i(f sn 



(»•') 



fi inr sn'u — sn'Äi p -j-T* 1 — sn* tt : an' Ä, 

~ 11 sn» u — sn« (t\S:' + Äj) ~^ll 1 - x« sn« u an* ä7 



In diesen Producten ist indess m nicht über alle in (13) angegebenen 
Zahlen auszudehnen, sondern da a!; = sn^u eine gerade Function ist, 

nur über die positiven Zahlen w = l,2,-, — 5—, welche ver- 

schiedene Werthe von sn^Ä^ geben. Die Gonstante C^ in (14) ist = 1, 



1) oder mittels der Transformation zweiten Grades aus dem ersten Fall 
abgeleitet werden. Vgl. D § n. 
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wie die Substitution u = zeigt. Aus (14) ist ersichtlich, dass in der 
That I eine rationale Function von x ist, deren Grad im Zähler = n, 
im Nenner = n — 1 isi Damit ist die Aufgabe gelöst; auf dieselbe 
Weise ergibt sich die Darstellung der beiden anderen Functionen (10). 

Diese Darstellungen, sowie die Bestimmung von l und M als Functionen 
von k finden sich am Schlüsse von D § p. 

§ 17. Die Multiplioation der elliptisohen Functionen. 

[Zusätze: Abschnitt D § q.] 

Ein specieller Fall des rationalen Transformationsproblems ist das 
Problem der Multiplication der elliptischen Functionen. Das- 
selbe besteht in der Aufgabe, zu untersuchen, unter welchen Be- 
dingungen die Gleichung 

J 2y{x,k) J 2y(z,ky ' 



in der also beide Integrale denselben Modul h haben, identisch ist 
mit einer Gleichung, die z rational in x ausdrückt. Setzt man wieder 

^ = /*K^;^)=sn^(w,*), i2^ = T('(w,Ai,A2) = sn«(J,Ä;), (2) 

so ist jetzt nach (2, 3) § 16 L = iT, iL' = iK\ also nach (6) § 16 
Aj = Jtfxi, Aj = Jfxj. Verbindet man dies mit den Gleichungen, die 
für die rationale Transformation zwischen den Perioden bestehen und 
die sich aus (7) § 15 ergeben, indem man r = 5 = 1 setzt, so er- 
hält man 

«1 = Jlf (axi + ftxg), «2 = -^(^«1 + d^)- (3) 

Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erster Fall, x^ und x^ sind beliebig. Dann können die 
Gleichungen (3) nur bestehen, wenn sie identisch sind, d. h. wenn 
6 = c = 0, a = d ist. Dann ist also 1 : M eine ganze Zahl, etwa 
= n (= a = dt) und die zugehörige Transformation kommt darauf 
hinaus, die Function 

jP = sn* (nw, Ä) mit den Perioden ~ , — oder — , 

rational darzustellen durch die Function 

ic = sn*(w, Ä) mit den Perioden Xi,Xj oder 2Ky2iK\ 

Man nennt daher diese Transformation die ganzzahlige Multi- 
plication der elliptischen Function a; = sn* (u, ä;). 
Vgl. die Ausfährungen in D § q. 
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Zweiter Fall Die Oleichungen (3) sind nicht identisch. 
Dann erhält man aus (3) durch Elimination von M für das Yerhalt- 

niss der Perioden ^ = r eine Bedingungsgleichung von der Form 

Ojr* + Sit + ^1 = (wo «1, 6i , C| ganze Zahlen). 
Hieraus folgt 

2a^t + 6i = W — 4aiCi = VD oder t= -^^+^ . 

Da aber das Periodenverhältniss noth wendig complex ist^)^ so 
muss B = \^ — Aa^c^ < sein. 

Nach (3) ist daher M bestinmit durch 

M^^ 2(34 

Eine solche Zahl, die sich aus 1 und Y^ rational zusammensetzt, 
heisst eine complexe ganze Zahl. Man nennt daher im zweiten Fall 
die Transformation eine complexe Multiplication. Unsere Betrach- 
tung gibt also den Satz, dass Multiplication und Division der 
elliptischen Functionen nur mit ganzen Zahlen und mit ganzen 
complexen Zahlen stattfindet. 



1) Ist das Periodenverhältniss x reell und eine rationale Zahl, so ist die 
zugehörige Function x^^f{u) einfach periodisch; ist t reell und irrational, so 
ist x = f(u) eine Constante. 



Fünfter Abschnitt. 

Theorie der elliptischen Functionen, ausgehend von den 

Thetafnnctionen. 

§ 18. Die Tier Thetafanotionen und ihre Eigensohaften. 

Wir gehen aas von den vier Theiafanctionen, wie sie Jacobi 
seinen Vorlesungen ') zu Grunde gelegt hat, nämlich (wenn « = 0, + 1, 

± 2, • •, ± oo) 



n 



(1) 



n 



Diese unendlichen Reihen eonvergiren für jeden endlichen Werth 
der complexen Variabein v unter der Voraussetzung, dass der Modul 
von q, also | tf ; < 1 ist. Wir führen neben q zur Abkürzung der Schreib- 
weise noch eine Grosse t ein^), definirt durch die Gleichung 

log q = int oder q = e*'** (2) 

und untersuchen zunächst die erste der Functionen (1), nämlich 
^(v) genauer; aus ihren Eigenschaften ergeben sich die der anderen 
Thetafunctionen*). Die Function '^•(i;) ist, wie man sofort sieht, eine 
gerade Function von v oder es ist 

^{—v) = ^{v), (3) 

1) Jacobi, Ges. W. I, S. 501, veröffentlicht 1881; Riemann hat die Formeln (1) 
vermuthlich der Abhandlung von Rosenhain entnommen, M^m. des savants, Bd. IX, 
1851, oder Ostwald's Klassiker, Heft 65. 

2) Riemann benutzt diese Grösse r nicht, vgl. Anm. S. 35. 

3) Da manche Formeln von Riemann ohne Beweis angegeben sind, vergleiche 
man zum Folgenden Abschnitt C § h. 
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Die Function d'(t;) hat femer gewisse periodische Eigenschaften, 
die sich ergeben, wenn man die Grösse v um 1 oder r vermehrt; es 
ist nämlich 

(4) t(v + 1) = ^{v), ^{v + r) = — g-ie-2'**''Ö'(t;). 

Man yerificirt diese und ähnliche Gleichungen, indem man auf beiden 
Seiten derselben die Reihenentwickelungen (1) eintragt und die üeber- 

einstimmung der entsprechenden Exponenten von e 
nachweist. 

Construirt man in der v-Ebene ein gerad- oder 

krummliniges Parallelogramm P mit den Ecken 0, 

^ "' 1, 1 -f- T^ T (Periodenparallelogramm, Fig. 14) 

und weiterhin unendlich viele P congruente Parallelogramme mi^ den 

Ecken + m + nr (m, n = 0, 1, 2, • •) und bezeichnet alle Punkte 

(5) Vi = v + m + nt^^v 

als congruent liegende oder congruente Punkte, so sagen die Glei- 
chungen (4) aus, dass in allen congruenten Punkten die t^Ebene die 
Function d'{v) wieder denselben Werth annimmt, nur noch multipli- 
cirt mit einem von m und n abhängigen Exponentialfactor. 

Die Function d'(y) hat endlich die Eigenschaft, für gewisse Werthe 
von V oder gewisse Punkte der t?- Ebene zu verschwinden. Für die 
Zahl dieser Nullpunkte im Parallelogramm P gilt der Satz: 

Die Function d'(v) hat in P einen einzigen Nullpunkt. 

Die Zahl fi der Nullpunkte von '^(t;) in P ist nämlich, da die 
Function in P nicht unendlich wird, bestimmt durch die Gleichung 

(6) (i2ijt = jdlogd'{v). 

Das Integral ist zu nehmen über die Begrenzung von P, so dass bei 
der ümlaufung die Fläche zur Linken liegt; es besteht also aus vier 
Theilen mit den Grenzpunkten 0, 1; 1,1 + r; 1+r, r; r, 0. Nun 
ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (4) 
i t 1 1 

jdlog^(v) + ld\og^(v)=ndlog^v)—dlog^(v + r)] = J2 

l+t t 

I d\og&(v) + jd\og^(v) = f[dlogd'{v+l) — d\ogf^(v)] = 0. 
1 * *o 

Daher hat das Integral auf der rechten Seite in (6) den Werth 2iit 
und folglich ist /i = 1 (q. e. d.). 
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Ebenso findet man durch Betrachtung des Integrals 

Jdlogmv) — ^l 

dass ^(v) in P einmal den Werth A annimmt. 

Die Lage des Nullpunktes von ^(v) in P bestimmt sich nun 
leicht; es ist nämlich 

d'(v) = für V = Y , (7) 

wie sich ergibt, wenn man dies Argument in die Reihenentwickelung (1) 
eintragt y wobei sich die Glieder paarweise, nämlich die mit den In- 
dices n und — n — 1 zerstören. 

Man übertragt nun die Eigenschaften von ^(v) auf die drei 
anderen Thetafunctionen (1) mit Hülfe der folgenden Verwandlungs- 
gleichungen, welche diese Thetafunctionen auf die erste d'(v) zurück- 
führen; es ist nämlich 

^j (v) = — f gV4 ^^if a- (t; -f ~) 

^,(,;) = gi/V-^^(i; + | + |)[, (8) 

wie man ebenfalls leicht verificirt. 

Hieraus und aus (7) ergeben sich die Nullpunkte der drei 
übrigen Thetafunctionen; es ist 

^i(0) = 0, *,(|) = 0, ^,(1 + |)=0. (9) 

Weitere Eigenschaften erwähnen wir später an Stellen, wo sie 
gerade benutzt werden. 

§19. Die drei elliptisclieii Functionen und das Integral erster Gattung. 
Die drei Quotienten 

m'. (fcr. (I:T W 

haben als Functionen von v folgende Eigenschaften: 

1) Sie sind eindeutige und gerade Functionen von v. 
Denn ^(v), ^2(^)7 "^sW ^^^^ gerade Fimctionen, ^'^{v) ist eine 

ungerade Function von v, 

2) Sie sind doppelt periodische Functionen von v mit den 
Perioden 1 und r. 

Dies ergibt sich leicht aus den den Gleichungen (4) § 18 ent- 
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sprechenden und leicht zu bildenden Periodicitätsgleichungen der Func- 
tionen '9'i(v), ^2{v)j '0'3(v). 

3) Sie sind in dem Parallelogramm P alle drei = oo* in 

dem Punkt t7 = -— ; es ist aber jede in einem besonderen 

Punkt = 0*; diese Punkte sind bezüglich 0, — , -s- ^" T' 
Dies folgt aus den Gleichungen (7) und (9) § 18. 
Allgemein zeigt sich, ähnlich wie in (6) § 18, dass jede der drei 
Functionen (1) von der zweiten Ordnung ist, d. h. dass sie jeden Werth 
in zwei Punkten des Parallelogramms P annimmt. Die Lage solcher 
zwei Punkte zu einander ist eine ganz bestimmte. Denn bezeichnet 
man eine beliebige der drei Functionen (l)mit (p{v)^ so ist qp( — v)=(p{v\ 

folglich q) ( — Y — y — ^)^^9^(yH"Y"^*') ^^®^ wegen ier Perio- 
dicität 

9^ (y + T ~ ^) = 9^ ( Y + Y + ^) • 

Sind daher v^ und v^ die beiden Argumente, für die (p(v) in P den- 
selben Werth annimmt, so ist 

oder die beiden Punkte v, und v^ liegen symmetrisch zu dem Mittel- 

1 T 

punkt - + Y von P. 

Hieraus folgt nun, dass jedem Werth einer der drei Functionen 
nur ein Werth jeder andern Function entspricht. Jede der drei 
Functionen (1) ist daher eine lineare Function der andern und, da 
die oo Punkte der drei Functionen dieselben sind, eine ganze lineare 
Function der anderen. Man kann demnach, wenn a, 6, c und k^ 
noch zu bestimmende Constanten bedeuten, setzen 

(2) «■(|j')--»i »■($!)'- l-«i ..(li)-- !-*■.. 

Wir betrachten jetzt die Ableitung von x nach v, die sich aus 
jeder der drei Gleichungen (2) bilden lässt; man hat z. B. aus der 
ersten Gleichimg 

Diese Function ist wie x selber eindeutig und periodisch mit den 
Perioden 1 und r; sie ist femer von der dritten Ordnung oder nimmt 

jeden Werth in P dreimal an. Sie wird = oo^ in dem Punkte y> 

dem der Werth x == oo^ entspricht, und sie wird == 0^ in den drei 
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Punkten t? = 0, — , — + -^, welchen die Werthe x = 0. 1, 1/Ä* ent- 

sprechen. In der That zeigt der Ausdruck (3)^ dass dx : dv zugleich 
mit '^i(v) verschwindet und ebenso zeigen die aus den beiden anderen 
Gleichungen (2) gebildeten Werthe von dx : dv^ dass diese Function 
auch mit ^j(v) und %^{v) verschwindet. Man hat daher^ wenn C eine 
noch zu bestimmende Constante ist, zwischen x und dx : dv die Be- 
ziehung (vgl. auch erster Abschnitt § 2 Gl. 4) 

Cdx : dv = 2 Yx 1 — x - l — ft^ 
oder 

,= f <^^- (4) 



d. h. V ist das Integral einer algebraischen Function von x, nämlich 
das für alle Werthe von x endlich bleibende Integral erster Gat- 
tung. Setzt man nun mit Jacobi 

«= f , ^ , (5) 

J 2yx'l—xl -- k*x ^ ^ 



1 l/A.» 

'^ -./■«"-. '^ -./■«"-. TO 

Ü 1 

so entsprechen sich die Werthsysteme 

V = y) - - — H — 

2 2 ' 2 2 

x = 1 1/P oo 

w = K K+iK' iK\ 
Daher erhält man aus (4 — 6) 

r = C«; \:=CK; ~ = CiK', 



(7) 



2 



also C = -^ und 



v = ~5 ^ = V' log3 = — 3r^. (8) 

Führt man u statt t; ein und benutzt die Jacobi'schen Bezeichnungen^) 

Yx = sn ti, yi — ic = cn w, j/l — Ä^a: = dn m, (9) 

so erhält man für diese ^^elliptischen Functionen" nach (2) die 
analytische Darstellung 

snM = o^-, CDU = 6^-, dnM = c-^. (10) 



1) in der Abkürzung von Gudermann. 
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Um die Constanten a^ b, c und k^ zu bestimmen, führen wir 
in (10) die speciellen Werthe (7) ein und benutzen dabei die folgenden 
Verwandlungsformeln der Thetafunctionen (vgl. § 18 GL 8): 

* (^ + y) = *»(")' * (** + Y + y) = 9-''*e-""»,{v), 

(11) |*x(f + Y) = «•«(«)' *x(« + T + Y)=!r-'/*^''" *.(»), 

.*» (" + y) = * W' *s (" + Y + y) = - «r-*/*c-""*(f), 

sowie die Abkflrzung 

(12) »,(0) = »t. 

Setzt man in der zweiten und dritten Gleichung (10) a: = 0, v = 0, 
so erhält man 

setzt man in der ersten und dritten Gleichung (10) x = 1, v = y ' 
so erhält man, wenn k' = }/l — A*, 

setzt man in der ersten und zweiten Gleichung (10) 

1 _ 1 I ^ 
so folgt 

Aus der Vergleichung der beiden Formeln, die bez. a, 6, c ent- 
halten, folgt 

(13) «* = T' ^' = T' ^ = *'- 

Hiermit sind die Constanten a, b, c durch k und X;' aus- 
gedrückt. Führt man noch in die Thetafunctionen u statt t; ein und 
bezeichnet die vier Thetafunctionen (1) § 18 alsdann mit ®(u), &i(u), 
®g(w), ®3(w), so erhält man 

(^14; sn w — ^ ^^^^ , <^^^= y I, 0(^y an u — yic ^^^^ 

Es ist noch k und Ä;' durch r oder g auszudrücken; dies ge- 
schieht durch die Gleichungen 

die aus den obigen Gleichungen durch Elimination von a, by c folgen. 
Ist die Grösse q in den Thetareihen reell, so sind die Quotienten in 
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(15) reell und positiv. Hieraus schliesst man, dass auch bei all- 
gemeinem Werth von q das Vorzeichen von yjc und yW in (15) so 
zu nehmen ist, dass der reelle Theil dieser Werthe positiv ist. 

Wir merken noch für den Gebrauch im Folgenden die Verwand- 
lungsformeln an 

«°(«+»^')=iFi;i, cn(«+iir')=-i^, dn(«+iiJ:')=-^, (16) 

die sich leicht aus (14) und den Verwandlungsformeln der Theta- 
functionen ergeben. 

§ 20. Das elliptisclie Integral dritter und sweiter Gkkttong. 

Die Function 

log &(u — a) — log @(u — b) (1) 

ändert sich nach (4) § 18 nur um eine Constante, wenn u um eine 
der Perioden 2K oder 2iK' wächst; sie ist folglich das Integral einer 
algebraischen Function von x = 8n^u. Da ®(u) eine gerade Function 
von u ist, so wird die Function (1) gleich 0, wenn u — a = — u-\-b 

oder u = 1" • Nimmt man der Einfachheit halber a + 6 = an, 

so kann man setzen 

u 

log @(u — a) — log @{u 4" ö) = I q)udu. (2) 



Die Function q){u) ist eine algebraische Function von a; = sn^u; 
sie ist nach (7) § 18 in den Punkten u = + ^"f"*^' ^^^ ^^^ homo- 
logen Punkten oo^, in allen anderen Punkten der u- Ebene dagegen 
endlich; daher hat q){u) die Form 

/ \ Csn^u , ^ XON 

Zur Bestimmung der Constanten C dient die Bemerkung, dass 
nach (2) und nach (7) § 18 {u — a — iK')<p(u) für u^a + iK' gleich 
1 sein muss. Man erhält daher aus (3), wenn man die Formeln (16) 
§ 19 benutzt, 

FsnucnudnuT} 2cnadna 
sn'tt J ' sna 

Es wird also, wenn man abermals (16) § 19 benutzt, 

/ V SA^'snacnadnasn'i« , ^ z^v 

w (u) = — r= — i , f- C. . (4) 

^ ^ ^ 1 — a;' sn' a sn' 1« • * ^ ^ 

Biem»nn'i Vorleign. ab. ellipt. Fonot. 5 
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Führt man nun nach Jacobi das Integral dritter Gattung 

u 

/e\ rrf \ I fc'snacnadna 8n*i* , 

(5) Tl\U.a)= I —z Ti — t i — »w 



ein, so erhält man die Darstellung 

(6) log @ (u — a) — log ©(t* + a) = 277 (w, a) -f Cj w . 

Um die Constante C^ auszudrücken, führt man mit Jacobi die 
Function 

(7) ^22|»W _ ^ _ ^(„) 

^ ^ du Gu ^ ^ 

ein. Für sie gelten nach (3) und (4) § 18 die Gleichungen 

(8) Z(— m) = — Z(u), also Z(0) = 
und 

(8a) Z{u + 2K) = Z{u), also Z{K) = 0. 

Nun ist nach (2) 

(9) q>{u) = Z{u — d) — Z{u-\-a) 

und hieraus, sowie aus (4) folgt, wenn man m = setzt: Cj = — 2Z(a). 
Man hat also schliesslich statt (6) die Darstellung 

(10) log ®(u — a) — log @{u + a) = 277(w, a) — 2u Z{a). 
Durch Vertauschung von u mit a folgt 

log e{u — a) — log @(u + a) = 277(a, u) — 2aZ(ii) 
und aus beiden Gleichungen 

(11) 77 (w, a) — uZ(a) = 77 (a, u) — aZ(u)', 

d. i. der Satz der Vertauschung von Parameter und Argument 
im Integral dritter Gattung. 

Da die Function Z(u) sich nur um Constanten ändert, wenn u 
um eine der Perioden 2K oder 2iK' wächst, so ist auch sie das In- 
tegral einer algebraischen Function von sn* u. Zur Bestimmung der- 
selben beachte man, dass nach (7) § 18 Z(u) für u = iK' imendlich 
wird wie 1 : (u — iK') und sich entsprechend verhält in allen homo- 
logen Punkten der u- Ebene. In denselben Punkten und in derselben 
Weise wie Z(u) wird aber auch das Jacobi'sche Integral zweiter 
Gattung, nämlich 

u 

I 

Ö 

unendlich. Daher ist Z{u) — J^(w) ein allenthalben endliches Integral 
erster Gattung oder gleich einem Ausdruck Au + jB. Die Constanten 
A und B bestimmen sich durch die Substitutionen u = und u = K, 



u 

(12) E(u)=j\ 
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Setzt man E(K) = E und beachtet die Gleichungen (8) und (8 a), 
so folgt 

Z{u) = E{u) — §u. (13) 

Hieraus entnehmen wir noch die Formeln 

Z» = dn«u-|, Z'(0) = 1-|. (14) 

Man kann die Gleichung (10) leicht verallgemeinem. Ist n(u) das 
Integral einer algebraischen Function von sn* w, das im Parallelo- 
gramm P logarithmisch wird in den Punkten w = «i, • •, «m, hez. wie 
Ä^logiu — 04), ", Amlog(u — Om), SO muss die Summe JL^-j f-^=0 

sein, wie sich daraus ergibt, dass das Integral / (?iJw, über die Be- 
grenzung von P geführt, = ist. Bildet man nun mittels der un- 
geraden Thetafunction ®^(u) den Ausdruck 

ni{u) = A^ log ©1 (W — «i) H \' Am log Si(u — CCm), 

so wird die Differenz II — 11^ in P nicht mehr unendlich. Femer 
ändert sich bei Vermehrung von u um eine der Perioden 2K oder 
2iK' II nur um eine Constante; dasselbe gilt wegen der Bedingung 

^Ai = von n^, also auch von 11 — 11^. Aus dieser Eigenschaft 
folgt, dass n — n^ ein Integral erster Gattung oder von der Form 
Au + B ist. Daher hat man für n(u) die Darstellung 

n(u) = Ai log @i{u — Ol) ^ [- Afnlog @(u — am)-\-Au'\'B, (15) 

wo die Constante A in ähnlicher Weise wie in dem obigen specieUen 
Fall zu bestimmen ist. 

§ 21. Differentialgleioliuiig für K und K'A) 

In (15) § 19 sind die Quotienten der drei Grössen 0, 0^, ©g durch 
k und k' ausgedrückt; wir geben zum Schluss noch die Darstellung 
dieser Grössen ©, G^^ 0^ selber durch k und k\ Hierzu ist eine 
Voruntersuchung über die Grössen K und K' nöthig, die bereits 
durch die Gleichungen (6) § 19 als Functionen von k^ definirt wurden. 
Zum genaueren Studium dieser Functionen, besonders auch zur Be- 
rechnung derselben durch Reihen, dient eine Differentialgleichung, 
der gleichzeitig beide Functionen K und K' genügen. Um diese Dif- 
ferentialgleichung zu entwickeln, setzen wir zur Abkürzung 

** = A, k'^=l — X = k' 

1) Legendre, Traitd des fonct. eil., Tom. I, Cap. Xm. 



(4) 
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und gehen aus von dem Integral erster Gattung (5) § 19 oder der 
Gleichung 

(1) 2g = ^-i(l-zr*(l-Aa:)-i. 
Durch Differentiation nach k folgt 

(2) i a. 

oder, wenn man die Identität (1 — X)x = {l — kx) — (1 — x) benutzt, 

(3) 2(1 - A)g3V. - 3gS-, = --l-zV^l - a:)V«(l - Ax)-/«. 

Andrerseits wird, wenn man die Identität 1 — x = {l — Ix) — x{l — A) 
benutzt, 

^ [x'/^ (1 — ic)V« (1 — Ix)-^/^] = y ar-^/2 (1 — x)-i/2 (1 — Aa;)-i/> 

+ y(A— 2)a;i/«(l— x)-V2(l_Aa;)-V2+AAa;i/2(l— a;)V2(l_Aa;)-»/«^ 

Multiplicirt man die Gleichung (1) mit 1/2, (2) mit A — 2, (3) mit 
— 2A, addirt und vergleicht mit (4), so erhält man 

Integrirt man nun von x = bis a; = 1 , wobei die rechte Seite Null 
wird, und berücksichtigt, dass 

W J 2]/a;.l — a;.l — ix' J 2]/a: • 1 — j; • 1 — ra; ' 



so erhält man zunächst 

(6) A(i_A)?^ + (l-2A)|f-|jr=0. 

Hierin kann man, wie (5) zeigt, A, K durch A', K' ersetzen. Führt 
man wieder A ein, so erhält man für K' die Differentialgleichung 

(7) A(l-A)^ + (l-2A)^'-|ir' = 0, 

also dieselbe Gleichung wie für K. Maltiplicirt man (6) mit K', (7) 
mit K, subtrahirt und integrirt nach A, so erhält man 

(8) X(l-X)[Kf^-K''-^] = C, 
WO die Integrationsconstante C von A unabhängig ist. 



1) Vgl n § 6 Gl. (6). 



§ 21. Differentialgleichung für K und K\ 69 

Zur Bestimmung von C dient eine besondere Betrachtung. 
Man kann nämlich zeigen^ dals die Gleichung besteht^) 

1 
K' ljnogA-|/loga;§|d:.. (9) 



Beim Beweis machen wir zur Vereinfachung die Voraussetzung, 
dass Ä' = A reell, positiv und < 1 sei. Zieht man in der a;-Ebene 

eine in sich zurückkehrende Curve C, welche die Punkte ic = 0, 1, y^ ^^ 

umgibt, so ist das Integral / log( — x)j-dx in dem Theil der a;-Ebene, 

der diese Punkte nicht enthält, allenthalben eindeutig und stetig und 
folglich sein Werth ausgedehnt über die Curve C gleich 0. Man denke 
sich nun (Fig. 15), die Curve G derart zusammengezogen, dass sie zu 
beiden Seiten der positiven reellen 

Axe der a;-Ebene verläuft, an der ^^ losfx-m^ 

wir, von nach + oo blickend. 



JL 

eine linke und rechte Seite unter- ^ ^ t 





scheiden. Nimmt man log ( — a;) p. ^^ 

für negative reelle Werthe von x 

reell, so hat man links von der Axe log ( — x) = log x — in und 
rechts von der Axe log ( — a?) = log x + i%^ wie sich ergibt, wenn 
man den Punkt o; = auf einem Halbkreis umgeht. Beachtet man, 
dass längs der Integrationscurve C links von der Axe du zwischen 
und 1 positiv reell, zwischen 1 und 1/A positiv imaginär, zwischen 
1/A und oo negativ reell ist, femer dass rechts von der Axe du, 
zwischen und 1 negativ reell, zwischen 1 und 1/A positiv imaginär 
und zwischen 1/A und oo positiv reell ist^) und bezeichnet man den 
Modul von du mit {du)^ so setzt sich das Integral über die geschlossene 
Linie C zusammen aus folgenden Theilen: 



1) Die allgemeine Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

lehrt, dass ein erstes Integral von (6) von der Form ist JSr= — ^ß^ (X), wo ^^ (X) eine 

bestimmte, nach ganzen, positiven Potenzen von X fortschreitende Reihe ist, und dass 

ein zweites Integral von (6) von der Form ist JE"= — ^pogX?|Jo(X) + ?i W]i 

WO $j (X) eine* ebensolche Reihe ist wie ^^ (X). Die beiden Reihen ^^ (^) ^"*^ 
$}(X) hat schon Legendre aufgestellt (Traitä, I, p. 65). Das letztere Integral ist 
es, für das Riemann die Form (9) und den obigen Beweis gegeben hat. 

2) Vgl. n § 6 und A § a. 
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1 i/x « 

0=1 (logo; — i7t){du)-\'i j (loga; — ix) (du) — / (loga; — ix) (du) 

*0 1 \/x 

1 1/X 

— j (log X + ix) (du) + ^ / (log ic + ix) (du) + / (log x + i;r) (rfw) 

1 l/X *^x 

oder 

1 1/2 1/2 

(10) = 2 Tlog X (du) + 2xj(du) + 2 Jlog a; (rfu). 

1 oo 

Das letzte dieser Integrale wird^ wenn man 1 : kx für x setzt, 

1 11 

(11) = - 2 J^log (^) (du) = 2 log kf(du) + 2^ log a: (du). . 



Daher folgt aus (10) und (11), wenn man die Werthe (5) einfährt, 



1 



xK' + üTlog A + 2 Aog X (du) = 0, 

*o 
womit (9) bewiesen ist. 

Nun lässt sich das letzte Glied in (9) in eine Potenzreihe $(A) 

entwickeln, die nach ganzen, positiven Potenzen von A fortschreitet; 

es ist also 

Benutzt man diese Gleichung, so nimmt die linke Seite von (8) 
den Werth an 

-^-(i-A) + A(i-A)[2i:rw-|?^W]. 

Dieser Werth ist nach (8) eine von A unabhängige Constante C; man 
erhält für C, indem man etwa A = 0, also Jf = y setzt, den Werth 
— — und hat damit die Gleichung 

(12) ,(i_,)[jr^^_;r'|f] = --«, 

oder auch, da A + A' = l ist, 

(12a) u'[k'^--^K''^] = ^^. 

Hieraus folgt fBr \ogq = int = — x^ (2) § 18 und (8) § 19 
(13) d log 3 = »;r dt = jjiw^^. = ^ 



dk 



(1 — X)~ ilCk^L — k^ 
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Im Anschluss hieran entwickeln wir noch ein paar Gleichungen, 
die sich auf die zu dem Integral zweiter Gattung (12) § 20 ge- 
hörigen Integrale E imd E' beziehen, nämlich 

j5,_ r _jx-^xx)dx ^._ r (i-vx)dx . 

./ 2yx'l — xl-'Xx^ J 2yx 1 — x 1 — Vx ^ ^ 



Bildet man statt der Gleichung (4) die folgende 

80 führt die Integration nach x von bis 1, da die linke Seite ver- 
schwindet, auf 



oder 

E = i'K-\-2Xl'^-^={l-k')^P- (15) 

Vertauscht man l mit A', wodurch K und E in K' und JE' über- 
gehen, so folgt 

E'=XK'+2kk'^' (16) 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man mit Hilfe von (12) 
oder (12a) die bekannte Legendre'sche Relation (Traite, I, p. 72) 

KE'-\'EK'—KK' = ^' (17) 

Man kann die Gleichimgen (15) und (16) benutzen, um für E und E' 
eine lineare Differentialgleichung herzuleiten, die der Gleichung (6, 7) 
für K und JE" ähnlich ist. 



§ 22. Darstellung von 0, 0^, @, duroh Je. 

Die vorstehende Untersuchung führt nun auch zur Darstellung 
der Functionen 0, 0^, @^ durch die Grösse k. Wir bilden zu- 
nächst eine DiflFerentialgleichung für als Function von q oder t und 
darnach eine solche für als Function von A = Ä*. Die Function ^(v) 
war definirt durch 
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Hieraus erhält man unmittelbar die Differentialgleichung 

oder 

(^^^^^ ^^'^ dt ~ dv^ "t" l dv I ' 

Setzt man t? = und berücksichtigt, dass 'd'X^) ^^ ^ ^^^^ ^^ folgt 
aus der letzten Gleichung 

(3) "»^-[^^"1=. 

Führt man statt v und r die Grossen u und X ein mittels der 

Gleichungen u = 2Jrt? und (13) § 21, schreibt ® für #■ und ersetzt die 

JE 
rechte Seite in (3) nach (14) § 20 durch 1 — -g: , so erhält man 

oder wegen (15) § 21 

d log 6> = Y d log JE" + Y dt log k' 

und hieraus durch Integration 

(4) 9 = CyKk'. 

Zur Bestimmung der von k unabhängigen Gonstanten C setze man 
4 = 0, k'=l, A = 0; dann wird iT—y, ir= + (X) (nach (9) § 21); 

q = 0, S'=l,'eiBO C = T/ — Damit ergeben sich aus (4) und den 
Gleichungen (15) § 19 die gesuchten Werthe 

^-y^T' ö»=y-^' ^^-VlT' 
^während öj = ist. 



Zweiter Theil. 

Erläaterangen und Erganziuigen. 



Abschnitt A. 
Vorbereitende Sätze znm zweiten Abschnitt. 



§ a. Die zweiwerthige Funotion y =» |/(a;, h) 
und ihre Veraweignngsfläohe T. 

Im ersten Theil (§ 3) wurde die Theorie der elliptischen Functionen 
gegründet auf eine Gleichung zwischen zwei complexen Varia- 
beln X und y von der Form 

y^ =, X 1 — X'\ — h^x = {Xy h)j (1) 

wobei der Modul k^ reell, positiv und kleiner als 1 voraus- 
gesetzt ist. 

Die Eigenschaften dieser Gleichung und der durch sie definirten 
Function y von x dürfen aus der allgemeinen Functionentheorie als be- 
kannt vorausgesetzt werden; wir geben daher nur eine kurze Zusammen- 
stellung dieser Eigenschaften ohne Beweis. 

Die Variable x denke man sich geometrisch dargestellt in einer 
Ebene, der a;-Ebene, die im Unendlichen geschlossen ist wie eine un- 
endlich grosse Eugel, so dass auch dem Werth x==-(x> nur ein Punkt 
der a;-Ebene entspricht. Die durch die Gleichung (1) definirte Func- 
tion y ist zweiwerthig; jedem Punkte x entsprechen zwei entgegen- 

gesetzte Werthe y^ = + y(a;, k) und ^2 = — Vi^j ^)- ^^^ beiden 
Werthe fallen zusammen in den vier reellen Punkten rc = 0, 1, 1/fc*, oo, 

welche die Verzweigungspunkte der Function y ==|/(a:, t) heissen. 
Die gerade Linie von — oo bis + oo, auf welcher diese Punkte liegen, 
soll die Axe der rr-Ebene heissen. Indem man Polarcoordinaten ein- 
führt, deren Pol einer der drei im Endlichen liegenden Verzweigungs- 
punkte und deren Axe etwa die Axe der rr-Ebene ist, beweist man 
leicht folgende Sätze: 
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(I) Beschreibt x eine geschlossene Curve, die entweder einen 
oder drei Verzweigungspunkte einmal umläuft, so ändert 

die Function y = y(a;, h) ihr Zeichen oder so geht jeder der 
beiden Werthe y^ und y^ in den anderen über. 

Beschreibt x eine geschlossene Curve, die entweder 
keinen oder zwei oder vier Verzweigungspunkte einmal 

umläuft, so bleibt die Function y = y(a:, Ic) ungeändert oder 
so geht jeder der beiden Werthe y^ und y^ in sich selber über. 

Hieraus folgt, dass so-^lange man in der einfachen a;-Ebene 
operirt, der Werth von y, den man von einem Punkt x^ ausgehend in 
einem anderen Punkt x erhält, abhängig ist von dem Wege zwischen 
den beiden Punkten Xq und x. Verschiebt man den anfänglichen Weg 
über einen (oder drei) Verzweigungspunkte, so erhält man den dem 
ursprünglichen entgegengesetzten Endwerth. 

Der Werth der Function y «= }/(a?, t) wird nun von dem Wege, 
auf dem man ihn erhat, nnabhängig und der Verlauf der Functions- 
werthe sehr anschaulich, wenn man als Ort der Variabein x nicht die 
einfache ;r- Ebene betrachtet, sondern eine über derselben zwei- 
blättrig ausgebreitete Fläche T, die sog. Verzweigungsfläche 
der Function y. Diese Fläche verwandelt die in der a;-Ebene zwei- 
werthige Function y in eine einwerthige Function des Ortes in 
der Fläche. Sie ermöglicht dadurch die Anwendung der Sätze über 
einwerthige Functionen und ihre Integrale auf die Function y oder all- 
gemeiner auf rationale Functionen von o: und y und deren Integrale. 

Die Construction der Verzweigungsfläche T ist folgende. Man 
breite über der a;-Ebene zwei getrennte, im Unendlichen geschlossene 
Blätter aus und markire in beiden die Verzweigungspunkte 0, 1, 1/h^j oo. 
Man durchschneide femer beide Blätter längs der Axe zwischen den * 
Punkten und 1 und den Punkten 1/Ä* und oo und verbinde alsdann 
die Blätter wieder längs dieser Strecken (der sog. Verzweigungs- 
linien) kreuzweise oder so, dass sie sich gegenseitig durchdringen. Die 
Umkreisung eines beliebigen Verzweigungspunktes führt alsdann aus 
dem einen Blatt in das andere, eine zweimalige Umkreisung wieder in 
das erste Blatt zurück. Die Verzweigungspunkte heissen wegen dieses 
Verhaltens auch Windungspunkte der Fläche. 

In der so gewonnenen, zweiblättrigen, in sich zusammenhängenden 
Verzweigungsfläche T ist jeder Punkt nicht durch den zugehörigen 
Werth von x allein, sondern erst durch ein zusammengehöriges Werth- 
paar {x, y) charakterisirt. In zwei übereinanderliegenden Punkten der 
beiden Blätter hat x denselben Werth, y aber entgegengesetzte Werthe. 
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Man überzeugt sicli mittels der Sätze (I) leicht^ dass die Function 

y = y(Xf k) in T allenthalben einwerthig ist oder dass sie in jedem 
Punkt von T, unabhängig von dem zu ihm führenden Wege, nur einen 
bestimmten Werth hat. Man sagt daher auch, die Function y sei ver- 
zweigt wie die Fläche T. 

Für die Function y gelten die folgenden Reihenentwickelungen. 

Ist a; = a kein Verzweigungspunkt und ist in ihm y = + ^; 
so hat man Entwickelungen von der Form 

j/i = 6 + ^^(a; — a) + A^(x — a)» + . .| 

y« = - & - Ä,{x - a) - M^ -«)'+• -J ^ ^ 

Die erste Reihe gilt nur im ersten Blatt in der Umgebung des Punktes 
{x = a, y = h)y die zweite nur im zweiten Blatt in der Umgebung 
des Punktes (x = a, y = — b). 

Ist x = a ein im Endlichen liegender Yerzweigungspunkt 
(a = 0, 1, l/Ä*), so hat man in der Umgebung von a; = a, y = 
die Entwickelungen 

»1 = + (^ - «r* [S, (x-a) + B, {X -«)*+••] I 

y^ = -{x- a)V»[B,(x - «) + B,{x _«)« + . .jj- W 

Von diesen Reihen setzt sich je nach einem Umlauf von x um a die 
eine in die andere fort. 

In der Umgebung des Verzweigungspunktes x = (x>^ y = oo 
gelten die Entwickelungen 

von denen wieder die eine in die andere übergeht, wenn x den Punkt oo 
einmal umläuft. 

Die Convergenzkreise der Reihen (2, 3, 4) gehen jedesmal durch 
denjenigen Verzweigungspunkt, der dem Entwickelungscentrum (a, a, oo) 
am nächsten liegt. Die Goefficienten der Entwickelungen können durch 
den Taylor'schen Satz bestimmt werden. 

Es ist zweckmässig und besonders bei Abzahlungen vereinfachend, 
folgende Ausdrucksweise einzuführen. Ist (o; = a, y = 6) ein einfacher 
Punkt in einem bestimmten Blatt von T (kein Verzweigungspunkt), 
80 wird in ihm (für das zugehörige Blatt) die Grösse x — a als un- 
endlich klein von der Ordnung 1 oder durch 0*, die Grösse {x — a)~* 
als unendlich gross von der Ordnung 1 oder durch oo* bezeichnet, 
also z. B. {x — a)'* = O'* und {x — a)~t' = oo'* gesetzt. Ist (a;=a, y = 0) 
ein Verzweigungspunkt im Endlichen von T, so wird in ihm {x — a)*/2=0* 
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und (x — a)'~^/*= oo* gesetzt; för den Verzweigungspunkt (x= oo, y = oo) 
soll ar~^/* = 0* und a:^/* = oo* sein. 

Für spätere Verwendung soll hier noch die Vertheilung der 

Functionswerthe von y = Yi^, k) zu beiden Seiten der Axe 
und in beiden Blättern der Fläche T angegeben werden. Wir 
unterscheiden dabei; in jedem Blatt längs der Axe von — oo nach 
+ oo blickend, eine linke (I) und eine rechte (r) Seite der Axe. 

Die Werthe von y ia T sind eindeutig bestimmt, sobald man in 
einem Punkt eines bestimmten Blattes der Fläche den Functions- 
werth y festgesetzt hat. Wir nehmen an, es sei in einem Punkt x^=a 
der Axe zwischen und 1 im oberen Blatt und links von der Axe 

y = yiO'y Je) = + -4, d. h. positiv reell und bilden nun von a aus die 
stetige Fortsetzung der Function y längs der Axe. Damit die Fort- 
setzung eindeutig sei, muss man jeden Verzweigungspunkt auf einem 
unendlich kleinen Halbkreis umgehen. Um dies analytisch zu yer- 

^^^ folgen, sei x ^= a ein Verzweigungspunkt im 

/^T"^ Endlichen von T (Fig. 16) und es seien a + a 

"** und a — € zwei ihm unendlich nahe Punkte (« un- 

^*^* ^^ endlich klein), die ein Halbkreis vom Mittelpunkt a 

und vom Radius s verbinde. Setzt man x — a = b - ^'p und lässt q) 
von bis x wachsen, so beschreibt x einen Halbkreis im Sinne der 
wachsenden Winkel oder wie wir sagen in -f- Richtung, die in der 
Figur durch den Pfeil angedeutet sei. Dann gilt der Hilfssatz: 

Hat Yx — a im Punkt x «= a + a den Werth + «*/* (positiv 

reell), so erhält Y^ — ^y nachdem x den Halbkreis im + Sinne durch- 
laufen hat, den Werth + a^/* • ef"^^ = + ^^^^^ (positiv imaginär). 

Wir sagen kurz: Y^ — ^ nimmt den Factor + i ( — %) an, wenn 
X den Halbkreis in -|- ( — ) Richtung durchläuft. Benutzt man diesen 

Satz und beachtet, dass die Function y = "[/(rc, k) entgegengesetzte 
Werthe hat in je zwei Punkten, die in den beiden Blättern über- 
einander liegen, also z. B. auch entg^engesetzte Werthe in zwei 
Punkten desselben Blattes, die einander unendlich nahe aber zu ver- 
schiedenen Seiten der Verzweigungslinien Ol und 1/k^oo liegen, 

so ergibt sich ftlr die Werthvertheilung von y = Yi^} ^) ^^ 
beiden Seiten der Axe im oberen und unteren Blatt fol- 
gende Tabelle, in der Ä und B positive, reelle Werthe bedeuten, 
die natürlich nicht constant sind, sondern von Punkt zu Punkt 
variiren. 
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Man kann diese Tabelle auch durch eine Zeichnung ersetzen. Wir 
geben in Figur 17 a, b nicht die Werthe von j/, sondern die von l:y, 
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längs der Axe im oberen und unteren Blatt, da gerade diese bei 
den Werthbestimmungen des Integrals erster Gattung später ge- 
braucht werden. 

Die im Vorigen construirte Verzweigungsfläche T dient auch als 
Grundlage bei der Untersuchung der rationalen Functionen von x 
und y (§ b). 

Für die Untersuchung der Integrale solcher Functionen, 
der sog. elliptischen Integrale (besonders für die Bestimmung der 
Periodicitätsmoduln dieser Integrale) (s. A § c und U § 5), ist 
aber noch ein weiterer Umstand von Vfichtigkeit. Die Fläche T ist 
nämlich nicht einfach zusammenhängend und es bedarf gewisser 
Querschnitte, um sie einfach zusammenhängend zu machen. Um 
dies zu erläutern, erinnern wir an die folgenden Erklärungen und 
Sätze aus der allgemeinen Functionentheorie. 

Eine beliebig im Raum gelegene Fläche heisst einfach zu- 
sammenhängend, wenn in ihr jede geschlossene Linie für sich allein 
die vollständige Begrenzung eines Flächentheiles bildet; eine solche 
Fläche ist stets von einer einzigen Linie begrenzt. 

Eine Fläche heisst mehrfach zusammenhängend, wenn es in 
ihr geschlossene Linien gibt, die nicht für sich allein, sondern nur im 
Verein mit Randcurven der Fläche die vollständige Begrenzimg eines 
Flächentheiles bilden. 
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Das einfachste Beispiel einer einfach zusammenhangenden Fläche 
ist etwa eine Ej'eisfläche^ das einer mehrfach zusammenhängenden Fläche 
eine an mehreren Stellen durchlöcherte Kreisfläche. 

Querschnitt heisst ein Schnitt^ der von einem Randpunkt der 
Fläche durch das Innere zu einem andern Randpunkt f&hrt^ ohne da- 
zwischen den Rand der Fläche zu berühren oder zu überschreiten. 
Werden mehrere Querschnitte nach einander gelegt, so sind jedesmal, 
nachdem ein solcher Querschnitt gelegt ist, seine beiden Ränder mit 
zur Begrenzung zu rechnen. 

Eine mehrfach zusammenhängende Fläche Ä lässt sich stets 
auf verschiedene Arten durch Querschnitte in eine einfach zu- 
sammenhängende Fläche Ä' verwandeln. Für alle diese Verwand- 
lungen ist die Zahl der Querschnitte die gleiche. Ist diese Zahl 
= m, so heisst die Fläche m -j- 1-fach zusammenhängend. 

Ist eine mehrfach zusammenhängende Fläche geschlossen, d. h. 
.1... Beg«.»mg wi. . B. die OWr/lche .in« 4«, so «»>hl «» 
sie zunächst durch Ausscheidung eines beliebigen Punktes (oder kleinen 
Kreises) zu einer begrenzten Fülche. Die weitere Verwandlung in eine 
einfach zusammenhängende Fläche geschieht so, dass der erste Quer- 
schnitt ein von diesem Begrenzungspunkt ausgehender und in ihn 
zurückkehrender Schnitt ist. Die Zahl der Querschnitte, die erforder- 
lich ist, eine geschlossene Fläche in eine einfach zusammenhängende 
FUche zu verwandeln, ist stets gerade. Denn die Begrenzimg einer 
einfach zusammenhängenden Fläche besteht aus einer Linie; die ge- 
schlossene Fläche aber erhält durch eine ungerade Anzahl von Quer- 
schnitten eine gerade Zahl von Orenzlinien, durch eine gerade Zahl 
von Querschnitten eine ungerade Zahl von Grenzlinien. 

Als Beispiel hierzu kann eine Ringfläche dienen; sie ist eine 
geschlossene, dreifach zusammenhängende Fläche, die durch zwei Quer- 
schnitte (etwa eine Meridianlinie und einen Parallelkreis) in eine ein- 
fach zusammenhängende Fläche verwandelt wird. 

Nach diesen Bemerkungen lässt sich die zweiblättrige Ver- 
zweigungsfläche T leicht in eine einfach zusammenhängende 
Fläche T' verwandeln; hierzu ist, da T geschlossen ist, eine gerade Zahl 
von Querschnitten nöthig (vgl. Fig. 4 § 5). Man scheide einen beliebigen 
Punkt im oberen Blatt aus und lege den ersten von ihm ausgehenden 
und in ihn zurückkehrenden Querschnitt b (der die F^he nicht zer- 
stücken darf, also um zwei Verzweigungspunkte gehen muss) im oberen 
Blatt um die Verzweigungspimkte und 1. Alsdann besteht die Be- 
grenzimg aus zwei getrennten Linien, nämlich den beiden Rändern 
von b. Nun lege man einen zweiten Querschnitt a, der von einem 
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Punkte des ersten Randes von b zum g^enüberliegenden Punkte des 
zweiten Randes von h führt und die Yerzweigungspunkte 1 und l/k' 
umschliesst. Der Schnitt a verläuft zum Theil im oberen^ zum Theil 
im unteren Blatt. Man erhält so die Figur 4 § 5^ in welcher der 
im unteren Blatt verlaufende Theil von a punktirt gezeichnet ist. 
Es ist leicht zu sehen ^ dass durch die beiden Querschnitte a und b 
die ursprüngliche Fläche T in eine einfach zusammenhängende Fläche T' 
verwandelt ist. Denn die Begrenzung der Fläche besteht jetzt aus einer 
einzigen Linie^ nämlich den beiden Rändern der Schnitte a und b und 
jede in ihr gezogene^ geschlossene Gurve begrenzt für sich allein einen 
Theil der Fläche. Wir fassen dies zusammen in den Satz: 

Die zweiblättrige Verzweigungsfläche T ist dreifach zu- 
sammenhängend und wird durch zwei Querschnitte a und b 
in eine einfach zusammenhängende Fläche T' verwandelt. 

§ b. Das allgemeine eUiptische IntegraL Zerlegung in drei Gattungen^). 

In § a wurde 

y = Yi^ = YX'l — X'l — k^X (1) 

als Function von x untersucht und gezeigt, dass diese Function in der 
zweiblättrigen Verzweigungsfläche T einwerthig ist. Die nächste Auf- 
gabe wäre die Untersuchung einer rationalen Function JR{x,y) der 
beiden durch die Gleichung y* = {x^ k) verbundenen Variabein (ä, y). 
Es gelten hier mit charakteristischen Abweichungen ähnliche Sätze, 
wie für eine rationale Function einer einzigen Variabein; wir führen 
nur die wichtigsten dieser Sätze historisch an^). 

Eine rationale Function B{x, y) lässt sich mit HiKe von y* = (a:, k) 
leicht auf die Form bringen 

B{x, y) = ^/^ = ^Mp±«, (2) 

wo M^ Ny Py Q ganze rationale Functionen von x sind. Es gelten 
nun folgende Sätze: 

1) Eine Function JR{Xyy) ist eine eindeutige analytische Function 
des Ortes in der Verzweigungsfläche T, 



1) Legendre, Trait^ des fonct. eil., Tom. I, Cap. 6. 

2) Eine Ausführung findet sich in der Zeitschrift ffir Mathematik und 
Physik, Bd. 45. Es tritt dabei die Analogie zwischen diesen Sätzen und den 
Sätzen über die eindeutigen doppelt periodischen Functionen (Abschnitt I, § 1 
und 2) deutlich hervor. 
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2) Die Zahl der 0* und cx>^ Punkte einer Function JR{Xyy) in der 
Fläche T ist die gleiche. Diese Zahl m heisst die Ordnung der 
Function iJ(aj, y); es ist stets f»>2. 

Hieran schliesst sich die Aufgabe^ eine Function R{Xyy) von der 
Ordnung m aus gegebenen Elementen zu bilden. Es können dies ent- 
weder die m 0* und die m oo* Punkte oder die m oo^ Punkte und die 
m zugehörigen Residuen sein. Es zeigt sich aber, dass jedesmal nur 
ein Theil dieser Elemente willkürlich wählbar ist; es gelten nämlich 
die Sätze: 

3) Eine Function R(x,y) von der Ordnung m ist bis auf einen 
(unbestimmt bleibenden) constanten Factor bestimmt, wenn ihre 
0^ und oo^ Punkte mit Ausnahme von einem derselben beliebig 
g^eben sind. Zwischen den Goordinaten der 2 m 0^ und oo^ 
Punkte besteht eine Gleichung, welche den letzten dieser Punkte 
eindeutig durch die übrigen bestinuni 

4) Eine Function R(Xy y) von der Ordnung m ist bis auf eine (un- 
bestimmt bleibende) additive Gonstante bestimmt, wenn ihre m 
oo^ Punkte und von den m zugehörigen Residuen alle mit Aus- 
nahme von einem beliebig gegeben sind. Zwischen den Goordi- 
naten der m oo^ Punkte und den m Residuen besteht eine 
Gleichung, welche das letzte Residuum eindeutig bestimmt. 

Wir wenden uns sogleich zu dem Integral einer Function 
R{Xyy), dem sog. allgemeinen elliptischen Integral. Um die 
Untersuchung eines solchen Integrales zu erleichtem, zerlegt man das- 
selbe in möglichst einfache Integrale und erMlt so drei Gattungen 
von elliptischen Integralen, die sich durch charakteristische Merk- 
male unterscheiden. Das allgemeine Integral ist nach (2) von der Form 

Das erste der beiden Integrale (3) ist frei von der Irrationalität 

yipCy k) und direct ausführbar durch Zerlegung von Jf : P in eine 

ganze Function und Partialbrüche. Das zweite Integral, das YipCy k) 
noch im Nenner enthält, ist im eigentlichen Sinn ein elliptisches In- 
tegral. Dasselbe lässt sich weiter reduciren, indem man auch Q:P in 
eine ganze Function und Partialbrüche zerlegt. Ist 0{x) die ganze 
Function und x ==: Xq eine einfache oder mehrfache Nullstelle des 
Nenners P, so erhält man zunächst drei Integrale der Form 

... r ^(x)dx n dx n dx 

^ ^ J vK*)' J {x-^x,)V{^y J {x-x,ry(^)' 

Das dritte Integral (4) kann durch n — 1- maliges Differenziren nach 
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dem Parameter Xq aus dem zweiten abgeleitet werden und daher bei 
Seite bleiben. Das erste der Integrale (4) lässt sich weiter behandeln, yu ^^ 

Sei 0(x) vom/n?° Grade in x, V{x) eine ganze Function vom n — 1*^ /^^ ^ ■ ^ *" 
Grade in x mit n Coefficienten, so kann man diese ^ sowie noch zwei 
weitere Gonstanten C^ und C, so bestimmen, dass identisch wird 



Denn durch DifiFerentiation nach x und Multiplication mit Yix, k) er- 
halt man die Gleichung 

0{x) = V'{x) . (x, k) + A v(x) ^-^^ + Co + C,x, 

die auf beiden Seiten vom n + !*•'*' Grade in x ist. Die Vergleichung 
entsprechender Glieder liefert w + 2 Gleichungen, die in den unbekannten 
Coefficienten linear sind und zur Bestimmung derselben dienen. Hier- 
nach reducirt sich das allgemeine elliptische Integral (3) im wesent- 
lichen auf drei Gattungen von Integralen, die wir schreiben 

Betrachtet man das Integral W (3) als Function der Coordinaten 
des Punktes (x, y) in der Fläche T, so ist dasselbe charakterisirt eines- 
theils durch seine Unstetigkeiten, andemtheils durch seine Viel- 
deutigkeit. 

Die Art der Unstetigkeiten von W in einzelnen Punkten von 
T ergibt sich am einfachsten, wenn man die Integrale (5), aus denen 
sich W zusammensetzt, untersucht. 

Das Verhalten des ersten Integrals u (5) in einem Punkte 

{Xy y) von T folgt aus dem Verhalten der Function -j- in diesem 

Punkte. In der Umgebung eines einfachen Punktes (rr, y) = (üy h) hat 
man die Entwickelung (vgl. (2) § a) 

-^ = A^ + 2A^{x—a) + "y also u=A^-\-A^(x—a)-^A^(x—ay+". 

In der Umgebung eines Verzweigungspunktes (a;=a,y=0)(a==0,l,l/A:*) 
hat man (vgl. (3) § a) 

^^=5,(a:-i^-i/«+5, + .., also u=^B,+2B,{x-ayi^+B^{x^a)+-. 

In der Umgebung des Yerzweigungspunktes {x = y = od) hat man 
(vgL (4) § a) 

^=Ciar-»/=' + C,a;-5'*+-, also h = C« — 20,«-'-* — -^Qa^»/*. 

Riemaun'« Vorlesgn. üb. ellipt. Funct. G 
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Hieraus folgt: Das Integral u ist endlich sowohl in den Yer- 
zweigungspunkten, wie in jedem anderen Punkt der Fläche T. Ein 
solches Integral; das in keinem Punkt von T unendlich wird, 
heisst ein Integral erster Gattung; u ist also ein Integral erster 
Gattung und wie die Betrachtung von t und w zeigen wird, das ein- 
zige Integral erster Gattung. 

Für das zweite Integral t (5) gibt die entsprechende Unter- 
suchung für die Punkte (x, y) = (a, b) und (a;, y) = (a, 0) dasselbe 
Resultat; dagegen hat man für den Punkt (x =^y = oo) 

tt sc 

d. h. das Integral t ist in dem Punkte (o; = y = oo) von T gleich oo^, 
dagegen endlich in jedem anderen Punkte. Ein Integral, das nur 
in einem Punkt der Fläche T in endlicher Ordnung oo wird, 
heisst ein Integral zweiter Gattung. Demnach ist t ein be- 
sonderes Integral zweiter Gattung mit dem Unstetigkeitspunkt 
(x = y = oo). 

Das dritte Integral w (5) ist wieder für alle Punkte von T 
endlich mit Ausnahme der beiden Punkte (xq, + y^) und {xq, — y^). 
Für diese Punkte hat man 

,. ^ (^o.+yo)-ä5 = + (^~"^o)""' + A + -; «^ = +log(^— ^o) + A)+A(a^— ^o)+-, 

d. h. das Integral w ist in allen Punkten von T endlich mit Ausnahme 
der beiden übereinander liegenden Punkte (xq, + ^o) ^^^ (^o; — Vo)} 
in denen w logarithmisch unendlich wird bez. wie +log(a; — Xq) und 
— log (a? — Aq). Ein Integral, das in zwei Punkten von T loga- 
rithmisch unendlich wird, heisst ein Integral dritter Gattung. 
Demnach ist w ein besonderes Integral dritter Gattung. 

Wir fassen das Vorstehende zusammen: 

(I) Die Zerlegung des allgemeinen, elliptischen Integrales W 
führt auf drei wesentlich verschiedene Gattungen von Inte- 
gralen, nämlich 

auf das eine Integral erster Gattung, das in Tallenthalben 
endlich ist, 

auf Integrale zweiter Gattung, d. h. solche, die in T in 
einem Punkt algebraisch unendlich werden, 
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auf Integrale dritter Gattung^ d. h. solche, die in T in 
zwei Punkten logarithmisch unendlich werden. 

Daneben können nach (3) noch rationale Functionen von x und 
Logarithmen solcher Functionen auftreten. 



§ c. Weitere Eigensohaiten der elliptischen Integrale. 

Feriodioitätsmoduln. 

Die Art der Vieldeutigkeit des allgemeinen, elliptischen 
Integrales W (3) § b in T ergibt sich leicht, wenn man zuvor aus 
T ein Gebiet T" herstellt, in dem W eindeutig ist und das Verhalten 
von W in diesem Gebiet untersucht. Hierzu dient der folgende be- 
kannte Hilfssatz von Cauchy: 

Ist ein Gebiet A ein- oder mehrblättrig, endlich oder unendlich 
gross, aber einfach zusammenhängend, ist femer f{x) eine allenthalben 
eindeutige und stetige Function des Ortes x in Aj so hat das Integral 

[x)dx, wenn es über eine beliebige geschlossene Curve in A aus- 
gedehnt wird, den Werth 0. 

Um diesen Satz auf die Integralfunction W anzuwenden, hat man 
die Verzweigungsfläche T, in welcher der Integrand R(x,y) von W be- 
reits eindeutig ist, in ein Gebiet zu verwandeln, in dem R{x, y) auch 
stetig ist und das ausserdem einfach zusammenhängend ist. Hierzu sind 
erstens diejenigen m Punkte (^i,yi)0 ^^^ Fläche T, in denen die 
Integralfunction W logarithmisch unendlich^ wird, durch kleine 
Curven (etwa Kreise) auszuscheiden und 
zweitens ist die so durchlöcherte Fläche in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche T" zu verwandeln. 
Das letztere geschieht durch gewisse Querschnitte, nämlich 

1) durch die in § a angegebenen Querschnitte a und h\ 

2) durch weitere m Sctnitte Z,-, welche einen der Querschnitte a oder h 
mit den um die m Punkte (xt^yi) gelegten Kreisen verbinden. 

Am einfachsten lässt man die Schnitte Li von dem Kreuzungs- 
punkt der Schnitte a und b ausgehen (Fig. 18). Sind keine 
logarithmischen Unstetigkeitspunkte vorhanden, wie bei den Integralen 



fn^ 



1) Wir nehmen dieselben der Einfachheit halber im Endlichen von T an und 
verschieden von den Yerzweigungspunkten. 

2) Andere Unstetigkeitspunkte von W brauchen nicht ausgeschlossen zu 
werden. Führt man nämlich W auf kleinen Kreisen um die Unstetigkeitspunkte 
von B(x,y), so geben nur diejenigen dieser Punkte einen von verschiedenen 
Werth, in denen W logarithmisch unendlich wird (vgl. im Folgenden (2)). 

6* 
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erster und zweiter Gattung, so fallen die Linien Li weg. Da in der 
so definirten Fläche T" das Integral TT, ausgedehnt über eine ge- 
schlossene Curve, nach dem obigen Satze 
den Werth Null hat, so ist die Fläche 
T" dasjenige einfach zusammenhängende 
Gebiet, in welchem die Integralfunction 
W allenthalben eindeutig und stetig ist. 
Um hieraus das Verhalten von W 
p. jg in der ursprünglichen Fläche T fest- 

zustellen, verfahrt man so. Man unter- 
scheide an jedem Querschnitt beliebig einen positiven (+) und einen 
negativen ( — ) Rand, bezeichne den Werth von W in gegenüber- 
liegenden Punkten dieser Ränder mit W"^ und W~ und ermittele die 
WerthdiflPerenzen P = W"^ — TT", die W an den Querschnitten be- 
sitzt. Dies geschieht, indem man W von einem Punkte des — Randes 
zum gegenüberliegenden Punkte des -|- Randes eines Querschnittes 
führt, auf einer beliebigen Curve, die selber keinen Querschnitt über- 
schreitet. Diese WerthdiflPerenzen P heissen die Periodicitätsmoduln 

von W\ sie sind längs eines und desselben Querschnittes con- 

dW 
stant, weil -^ = R(x,y) an dem Querschnitt eindeutig und stetig ist. 

Die Periodicitätsmoduln von W an den Querschnitten a 
und b sind gewisse endliche Werthe 

(1) an a : M, an i : N. 

Der Werth M wird gefunden, indem man W in T" vom — zum 
+ Rande von a führt, was etwa längs der — Seite von b im Sinne 
des Pfeiles geschehen kann; der Werth N, indem man TT in T" vom 
— zum + Rande von b führt, was längs der -|- Seite von a im Sinne 
des Pfeiles geschehen kann. Die Periodicitätsmoduln M und N sind 
also bestimmte Integrale, die um zwei Verzweigimgspunkte herum- 
führen 1). 

Die Periodicitätsmoduln von W an den Schnitten Li sind 
ebenfalls endliche Werthe. Ist Äi das Residuum von R(x,y) für den 
Punkt {Xiyifi), so ist der Periodicitätsmodul von W 

(2) BXiLi: + 2i%Ai, 

wie sich ergibt, wenn man W in T" vom — zum + Rande von L; 
führt, was auf einem kleinen den Punkt (a;,, y«) umgebenden Kreise, 
dem Sinne des Pfeiles entgegengesetzt, geschehen kann (vgl. Fig. 18). 

1) Bei Legendre und Jacobi heissen diese Periodicitätsmoduhi „vollständige 
Integrale". 
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Die Periodicitätsmoduln (2) sind also bestimmte Integrale, die um 
einen logarithmischen Unstetigkeitspunkt von W herumführen. 

Man überzeugt sich leicht, dass der Werth von TT, der für einen 
gewissen Integrationsweg zwischen zwei Punkten (6, ri) und {x, y) in 
der Fläche T" gilt, bei Verlegung des Weges um einen der angegebenen 
Periodicitätsmoduln wächst, so oft der neue Weg den betr. Querschnitt 
von der + zur — Seite überschreitet. 

Nach dieser Betrachtung ist die Integralfunction W in der einfach 
zusammenhängenden Fläche T" eine eindeutige, dagegen in der ur- 
sprünglichen Fläche T eine unendlich vieldeutige Function des Ortes 
(x, y); es gilt der Satz: 

(I) Ist einer der Werthe des elliptischen Integrals in (a;, y) 
gleich TT, so erhält man den allgemeinsten Werth, den es 
in demselben Endpunkt (x^y) durch Abänderung des Weges 
annehmen kann, indem man zu W den Ausdruck hinzufügt 

m 

2tjt^aiAi + fitA + vH, (3) 

1=1 

wo Uiy fi, V ganze Zahlen sind, die angeben, wie oft der 
betr. Querschnitt bei Verlegung des Weges von der + zur 
— Seite überschritten wird. 
Zugleich hat man den Zusatz: 
(la) Der Werth von TT, erstreckt über eine geschlossene 
Gurve in 7, drückt sich linear und mit ganzzahligen Coef- 
ficienten durch die Periodicitätsmoduln (1) und (2) aus. 
Als specielle Fälle gehören zu den elliptischen Integralen auch 
die rationalen Functionen von (j?, y) und die Logarithmen 
solcher Functionen. 

Die ersteren sind dadurch charakterisirt, dass sie nicht 
logarithmisch, sondern nur algebraisch unendlich werden, und dass für 
sie die Periodicitätsmoduln M, N und 2ijtÄi sämmtlich verschwinden. 
Die letzteren sind dadurch charakterisirt, dass sie nicht 
algebraisch, sondern nur logarithmisch unendlich werden, dass in den 
Periodicitätsmoduln 2inAi die Grössen Ai sämmtlich ganze + Zahlen 
sind, und dass ebenso die Moduln M und N ganzzahlige Vielfache von 
2i% sind. 

. Wir erwähnen noch einen Satz, der sich auf die Periodicitäts- 
moduln 2i%Ai (2) von W bezieht, nämlich: 

(II) Die Summe der Coefficienten ^/, die zu den logarith- 
mischen Unstetigkeitspunkten {Xi^y^ des Integrals W ge- 
hören, ist Null. 
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Nach dem zu Anfang dieses Paragraphen erwähnten HiKssatz hat 
nämlich das Integral W den Werth 0, wenn es etwa in positiver Richtung 
(im Sinne der Pfeile Fig. 18) über die ganze Begrenzung von T" aus- 
gedehnt wird. Nun zerfallt der Integralwerth 

1) in die Integrale^ genommen längs der beiden Ränder der Schnitte 

2) in die Integrale, genommen über die Kreise um die Punkte (a:,-, y,). 
Von diesen Integralen sind die ersteren Null, weil an jedem der 

Schnitte die beiden Ränder in entgegengesetzter Richtung durchlaufen 
werden, wobei sich die Elemente dW in zwei gegenüberliegenden 
Punkten eines Schnittes aufheben. Es bleibt also nur die Summe der 
Integralwerthe für die Kreise um die Punkte (ic,, y,). Diese Summe 

ist = — 2iÄ ^^ Ai\ daher folgt ^^ Ai = 0. 

«* 

Aus (11) folgt der Zusatz: 

Wenn in einem elliptischen Integral logarithmische Un- 
stetigkeitspunkte auftreten, so ist die geringste Zahl der- 
selben == 2. 

Von dieser Beschaffenheit ist das Integral dritter Gattung w (ö) 
§ b, wo ^1 = 1, ^ = — 1 war. U^'-^ *'- ''^ 



Abschnitt B. 
Znsätze zum zweiten Abschnitt. 

§ d. Transformation auf die Jaoobi^sohe Normalform. 

[Zusätze zum zweiten Abschnitt § 3 und 4.] 

Wir geben einige Ergänzungen zur Transformation auf die 
Normalform. In II § 3 wurde gezeigt, dass die Transformation der 
Gleichung 

g{z)=^ Cq' z — a^* z — a^' z — a^- z — «4 = (1) 

in die Gleichung 

{x,x) = X'\ — X'\ — k'^x = (2) 

bewirkt wird durch die lineare Substitution 

Der Werth k^ in (3) ist das Doppelverhältniss der vier Wurzeln 
«1, o^, «3, «4 der Gleichung (1). Durch Permutation derselben erhält 
man 24 Ausdrücke für h^, die aber nicht alle verschieden sind. Denn 
eine gleichzeitige Vertauschung von a^ mit a^ und o, mit o, ändert 
den Werth von Ä* in (3) nicht; ebenso eine gleichzeitige Vertauschung 
von a^ mit a^ und o, mit a^. Demnach reducirt sich die Anzahl der 
Werthe von Tc^ zweimal auf die Hälfte und es gibt nur sechs ver- 
schiedene Werthe von Ä*. Diese sechs Doppel Verhältnisse haben die 
Eigenschaft, dass sich alle durch ein einziges z. B. das vorliegende Tc^ 
ausdrücken lassen in der folgenden Weise 

1 1 ifc' — 1 Ä* 

k\ 1 — Ä^ j^, iTTlfci; -W ife«^=l' (*) 

Es gilt nun der wichtige Satz: 

(I) Die sechs Werthe (4) sind die Wurzeln einer Gleichung 

sechsten Grades, deren Coefficienten sich rational durch 

die Coefficienten des Ausdrucks g{z) (1) darstellen lassen. 

Um diesen Satz zu beweisen, müssen wir auf die Invarianten 

eines Ausdrucks vierten Grades etwas näher eingehen. Zunächst 

gilt der Satz: 
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Das Doppelverhältniss l:fc* der vier Werthe a^, o^, öfg, a^ 
(3) ist eine absolute Invariante des Ausdrucks vierten Grades 
g(/s) bei linearer Substitution, 

Denn geht durch die lineare Substitution x = {a0 + ß) : (yff + 8) 
die Gleichung g{z) = über in eine Gleichung f(x) = 0, so zeigt man 
leicht, dass die vier Wurzeln a/, a^^ ^'j ^a dieser Gleichung dasselbe 
Doppelverhältniss haben, wie die vier entsprechenden Wurzeln a^, o^, 
Oj,, a^ von g(g) = 0. 

Es sollen nun die Invarianten eines Ausdrucks vom vierten 
Grade gebildet werden; wir führen dabei homogene Coordinaten ein, 
indem wir /s = z^i z^ und x = x^: X2 setzen. 

Der binare, homogene Ausdruck vierten Grades 

gehe durch die lineare Substitution 

(6) ^i = a^i + /5^2, ^2 = y^i + *^2 
über in den homogenen Ausdruck vierten Grades 

(7) f(x^y x^) = Cqx{ + 4c[xlx2 + Gc^a^^oi + 4tc;^x^3^2 + <^, 
so dass 

(8) ff(^ly^i)=f{^i7^i) 

wird. Dann zeigt eine einfache Rechnung, dass es zwei Combinationen 
der Coefficienten von ^(^i,^a) gibt, die in die entsprechend gebildeten 
Ausdrücke der Coefficienten von f{x^,x^ übergehen, nur jeder Aus- 
druck noch multiplicirt mit einer Potenz der Transformationsdeterminante 

zf = ad — ßy. 

Setzt man nämlich M 

Cq C| c^ 

^1 ^2 ^ 
C2 c^ c^ 

und bezeichnet mit g^' und g^' die entsprechenden Ausdrücke in den 
Coefficienten von fix^^x^), so findet man 

(10) 9,^9,^, 9i-9»^- 

Man nennt daher g^ und g^ die Invarianten des Ausdrucks gi^iy z-^ 
vom vierten Grad für lineare Substitution. Aus ihnen erhält 
man die absolute Invariante «7, nämlich 



(9) 5^2 = ^4 — 4^1^3 + 3^, g^ 



(11) J = 



9\ g',^'^ 



9\ - 27 (7| g'^^ - 27(7^» 



1) g^ und g^ sind zugleich die in der Weierstrass'schen Normalform des 
Integrals erster Gattung auftretenden Coefficienten (vgl. E §*r und s). 
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Zugleich ist die Discriminant e G von g{z^jZ^ bestimmt durch 

16G = ^-275-«. (IIa) 

Durch Specialisirung dieser Betrachtung gelangt man nun zur 
Darstellung des Doppelverhältnisses 1:P der vier Wurzeln von 
g(jii'fi%)=^^ durch die Coefficienten dieser Gleichung. Die lineare 
Substitution y welche die Transformation 

^0(^1 - <^i ^2) (^1 - «2 ^2) (^1 - «s ^2) (^1 - «4^2) = C^i ^(^2- ^1) (^2 - **^i) ( 1 2) 

bewirkt, lässt sich auf verechie^ne Art wählen. Wählt man z. B. 
(vgl. (3)) die Form 

^1 = (^1 — «1^2) («2 — «4), ^2 = (^1 — «4^2) («2 — «1), (13) 

SO entsprechen den Werthen -2^1 : ^2 = ^1 > ^ ? ^^ ; ^4 '^®^- ^® Werthe 
a^i : ^Kg = 0, 1, 1/Ä;*, c», wobei 1/Ä^ den Werth (3) hat. Indem man 
tti, aj, Oj, a^ auf alle möglichen Arten permutirt, erhält man 24 ver- 
schiedene Substitutionen von der Form (13), die alle eine Transfor- 
mation von der Form (12) bewirken. Diese 24 Substitutionen zerfallen 
nach der früheren Bemerkung in sechs IQassen von je vier Sub- 
stitutionen derart, dass alle Substitutionen einer Klasse zu demselben 
Werth von Ä* führen, die sechs verschiedenen Klassen aber zu den 
sechs Werthen (1), die in (12) an Stelle von k^ treten. Wie man 
aber auch die Substitutionen wählt, die absoluten Invarianten auf 
beiden Seiten von (12) bleiben nach dem obigen Satze stets dieselben. 
Bildet man daher mit den Coefficienten der linken und rechten Seite 
in (12) die Gleichung (11), so erhalt man, wenn ä;'*=1 — Ä^ 

^.— ^Tgl 27 li*k'* ^ ' 

Dies ist eine Gleichung sechsten Grades in Ä*; die sechs Wurzeln der- 
selben sind, wie leicht zu sehen, die sechs Doppelverhältnisse (4) der 
vier Wurzeln von g{z^jZ^ = 0- Es hängen also in der That diese 
Doppelverhältnisse nur von der absoluten Invariante J des 
Ausdrucks g{eij z^ ab. Die Lösung der Gleichung (14) in k^ reducirt 
sich auf die einer Gleichung dritten Grades durch die Bemerkimg, dass 
(14) eine reciproke Gleichung ist, da sie ungeändert bleibt durch die 
Vertauschung von k^ mit 1 : k^. Hiermit ist Satz I bewiesen. 

Durch weitere Specialisirung erhält man die Transformation 

5i 62(62 — 61) (62 — ^%) = Cx^x^{x^ — x^) {x^ — k^x^). (15) 

Die 24 linearen Substitutionen, welche diese Transformationen be- 
wirken, ergeben sich aus (13), indem man 61? 6« ^^ Stelle von z^^z^ 
und die Werthe 0, 1, 1/A*, 00 in irgend einer Reihenfolge an Stelle 
von a^, «2, a^, a^ setzt, so dass also den Werthen x^\x^=Qy 1, 1/P, 00 
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in irgend einer Reihenfolge die Werthe Ij : l^ = 0, 1, 1/A*, oo ent- 
sprechen. An Stelle der linken Seite in (14) tritt ein Ausdruck, der 
in A* ebenso gebildet ist, wie die rechte Seite in Tc^, Die sechs Wur- 
zeln A* dieser Gleichung sind die sechs Werthe (4). 

£s ist zur Yergleichung mit späteren Entwickelungen von Interesse, 
wenigstens einige dieser letzten Transformationen anzuschreiben. 
Nimmt man an, dass Ä« reell, positiv und < 1, A* reell sei, so Uegt 
der Punkt x = 1/k^ in der ic-Ebene in dem Intervall zwischen 1 
und oo, während der von Ä* abhängige Punkt | = 1/A* der |- Ebene 
in jedem Intervall zwischen den Punkten 0, 1, oo liegen kann. Durch- 
läuft Xy stets wachsend, alle reellen Werthe, so muss, da § als lineare 
Function von x sich mit x stetig ändert, das entsprechende £ ebenfalls 
alle reellen Werthe durchlaufen und dabei entweder stets wachsen oder 
stets abnehmen. Man kann daher die Zuordnungen der Werthe von x 
und I, die den sechs Klassen entsprechen, in zwei Grupp^i theilen, 
je nachdem | zu- oder abnimmt. Jede dieser Gruppen enthält drei 
Zuordnungen, je nachdem 

1) 1/A* zwischen 1 und oo liegt, also A* < 1 ist, 

2) „ „ „ 1 „ „ A« > 1 ist, 

3) „ „ — oo „ „ „ A» < ist. 

Man erhält so folgende Tabelle Ton Zuordnungen der Werthe x 
und § für die sechs Klassen, wobei aus jeder Klasse die Zuord- 
nung gewählt ist, bei der die Werthe x = 0, 6 = einander ent- 
sprechen: 

I n m IV V VI 



(16) 



X 


1 

Iß* 

oo 


1-i 



1 

1/A» 




1 

oo 
1/A« 


1 


1/A» 

1 

oo 


1 


1/A» 

oo 

1 




oo 

1/A* 

1 


1 


oo 

1 

1/A» 


«1 


ÖJ 


«8 


«1 



In I, II, III nimmt | zu, in IV, V, VI ab. In I und V ist A» < 1, 
in m und VI ist A»> 1, in II und IV ist A*<0. In der Gleichung (15) 
wird ^o durch die Zuordnungen I und V ein Modul A* < 1, durch 
HI und VI ein Modul A« > 1, durch 11 und IV ein Modul A» < 
ersetzt jedesmal durch einen Modul k* <.!. 

Man erhält nun jedesmal, indem man e durch | und o^, ag, a^, a^ 
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durch die Werthe von | in I bis VI ersetzt, aus (3) den Werth von 
h^ ausgedrückt durch A* und den von x ausgedrückt durch |. Diese 
Gleichungen lösen wir nach }} und S ai^f- Wir geben zur Vergleichung 
mit Späterem als Beispiele die Werthe für die Fälle ü, V, III, 
wobei 1 — h^ = Tc^ gesetzt ist. 

V. 1 = 5^; A« = &'^; A = Ä'; A«<1; Jf=4-;} (17) 

Diese Gleichungen stehen im engen Zusammenhang mit dem 
sog. Problem der linearen Transformation der elliptischen 
Functionen, auf das wir in D § p näher eingehen. Dasselbe besteht 
in der Aufgabe, durch eine lineare Substitution zwischen x und | die 
Transformation zu bewirken 

f-^ = M f-^=u, (18) 



d. h. also in der Aufgabe, durch eine lineare Substitution zwischen x 
und I ein elliptisches Integral erster Gattung mit der oberen Grenze x 
und dem Modul k in ein anderes elliptisches Integral erster Gattung 
mit der oberen Grenze S, dem Modul k und einem Multiplicator M 
zu transformiren mit dem Zusatz, dass sich die Yerzweigungspunkte 
X = und S = entsprechen sollen. Diese Aufgabe ist bereits all- 
gemein gelöst im zweiten Abschnitt § 4 durch die dortigen Gleichungen 
(3) und (4), wo auch der Multiplicator M durch die Grössen ^; o,, o^, a4 
ausgedrückt ist. Indem man jene Gleichungen benutzt und dabei z und 
die a, durch die Werthe der Tabelle (16) ersetzt, erhält man zu den 
Gleichungen (17) noch die dort angegebenen Werthe von Jf. 

Setzt man, wie das schon angedeutet ist, die beiden Integrale (18) 
gleich ti, so sind (vgl. 11 § 8) 

x = 8a'{u,h), | = sn»(^,A) (19) 

elliptische Functionen von u und die linearen Substitutionen (17) 
zwischen x und | gehen über in solche Substitutionen zwischen den 
beiden Functionen (19). So lautet z. B. die lineare Transformation 
der elliptischen Functionen für den Fall 11: 

j/, , ik\ ^•'*8n*(u,Ä:) , /, , %k\ ,,8n(M,Ä;) /cx^>. 

sn» [k «, j.) = nrFl^i(i^ oder sn(ku,^)==h ^^j , (20) 
eine Gleichung, die in D § p auf andere Weise abgeleitet wird. 
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§ e. EigenBOhaften der ellipÜBOhen Functionen sn u, cnUy dnu.^) 

(Zusätze zum zweiten Abschnitt § 8.) 

Die kurzen Bemerkungen im zweiten Abschnitt § 8 über den 
Charakter der drei elliptischen Functionen sn w, cn u, dnu be- 
dürfen einiger Ergänzungen. Aus dem Integral erster Gattung 



(1) u=f-p==r 



dx 



^Yx'l—x 1 — k^x 



erhalt man durch ümkehrung die drei Functionen (Jacobi, W. I, S. 81) 
(2) y^ = sn M, yi — X = cn m, j/l — h^x = dn w, 

deren Product die Function 



(2a) y = y(x, k) = Yx-l — xl—k^x 

ist. Diese drei Functionen (2) sind mit ihren Ableitungen durch ein 
einfaches simultanes System von Differentialgleichungen ver- 
bunden, nämlich 

(3) — , — = + cnudnw: --5 — = — snwdnti; —5 — = — A;^snucnu, 
^ ^ du * ^ du 'au ' 

wie leicht aus (1) und (2) folgt. Umgekehrt definirt das System (3) 
die drei Functionen (2), wenn man die Bedingung hinzufügt, dass ftlr 
ti = snM = 0, cntt = dnM = l sein soll. 
Aus (2) und (3) erhält man 
^^ Ol/T — T\ ^*^ eid(x,k) d*x .^n — tt d^ix^k) 

Hieraus ergeben sich die folgenden Entwickelungen der Functionen 
(2) in der Umgebung des Punktes tt = (Jacobi, W. I, S. 169): 

]/^ = 8nu = u-(l + fc*)|[ + (l + 14Ä»+**)fj' — , 
(4) j >/r=:^ = cnw = l-|; + (l+4Ä«)jJ-(l + 44Ä:^+16Ä*)^ 

yi_Ä8x = dnw = l— fc«|J + Ä*(4+Ä«)jJ^Ä«(16 + 44A-«+**)^ + 

In diesen Entwickelungen sind die Coefficienten ganze rationale Func- 
tionen von Ä*. 

Wir untersuchen die Functionen (2) zuerst als Functionen der 
Variabein x und auf ihr Verhalten in der Verzweigungs- 

1) Im Folgenden sind einige Citate auf Jacobi gegeben, die sich indess nur 
auf die wichtigsten Formeln der Fundamenta nova theoriae functionum ellipti- 
carum (Jacobi, Werke I, S. 49 — 239) erstrecken. 
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fläche T, dann als Functionen der Variabein u und auf ihr Ver- 
halten in der ti-Ebene. 

Man kann zunächst, wie in § a die Function y, so hier die drei 
Functionen (2) als zweiwerthige Functionen von x in der einfachen 
a:-Ebene untersuchen. Hieraus ergibt sich dann weiter für jede dieser 
Functionen eine besondere, zweiblättrige Verzweigungsfläche; 
es hat offenbar 

die Verzweigungsfläche von "/x die Verzweigungspunkte und oo, 

„ yi—x „ „ 1 „ cx), 



» >; 



>» w 



und man kann jedesmal das Stück der positiven, reellen Axe zwischen 
diesen Punkten zur Verzweigungslinie der betr. Verzweigungsfläche 
nehmen. Wir geben zum späteren Gebrauch die Werthe an, welche die 
Functionen (2) im oberen Blatt längs der Axe haben und setzen dabei 
fest, dass alle drei Functionen links oben zwischen und 1 reell und 
positiv seien. Dann gelten ähnlich wie in A § a die in den Figuren 19 a, b, c 
angeschriebenen Werthe. 



¥^i/) r\ -^^A 



Vi --37>-G — ^-^ ^' 



-A 



A r\ -iB r« 



yr=~x - ^-^ G— =^ 

it 

Vi — k^x - t.A n -iJ^ 






Fig. 19», b, c. 



Hieraus ergibt sich leicht das Verhalten der drei Functionen 

(2) in der Verzweigungsfläche T der Function y = y{Xj k). Die 
Functionen (2) sind nicht eindeutig in T; sie lassen sich auch nicht 

rational in x und y darstellen. Es ist aber Yx in :r = 0, yi — x in a;=l, 

yi — k^x in rr = 1/k^ und es sind alle drei Functionen in a: = cx> 

verzweigt wie y = Yix] k). Die Functionen nehmen femer, wenn x 
einen geschlossenen Umlauf in der Fläche T macht, entweder den 
Factor + 1 o^^r — 1 an. Bei einem geschlossenen Umlauf um einen 
(oder um drei) Verzweigungspunkte ändert keine der Functionen ihr 
Zeichen; ein Zeichenwechsel der Functionen kann nur eintreten bei 
einem geschlossenen Umlauf um zwei Verzweigungspunkte. 

Macht z. B. X einen geschlossenen Umlauf um die Punkte und 1 
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oder um 1/P und cx), so nehmen ^x und )/i — x den Factor — 1 

an, während )/l — h^x ungeändert bleibt. 

Macht dagegen x einen geschlossenen Umlauf um die Punkte 1 

und 1/fe^ oder um cx> und 0, so nehmen yi — x imd yi — li^x den 

Factor — 1 an, während y^ ungeändert bleibt. 

Man kann dies noch einfacher ausdrücken, wenn man statt in T 
in der einfach zusammenhängenden Fläche T' mit den Querschnitten a 
und 6 operirt. In T' sind die drei Functionen vollkommen eindeutig. 
Ueberschreitet man aber einen der Querschnitte a und 6, so nehmen 
sie den Factor -|- 1 oder — 1 an. Dieser Factor ergibt sich daraus, 
dass jedesmal, wenn x m T einen geschlossenen Umlauf um zwei Ver- 
zweigungspunkte macht, X in T' einen Querschnitt überschreitet. Aus 
der Bemerkung über die Zeichenwechsel beim Umlaufen von zwei Ver- 
zweigungspunkten von T ergeben sich für die drei Functionen 
beim Ueberschreiten der Querschnitte a, 6 von T' folgende 
Factoren 



5) 



Durch diese Angaben und die obige Festsetzung sind die Werthe 
der drei Functionen in der ganzen Fläche T bestimmt. Diese Fest- 
setzung, dass die Weiiihe der drei Functionen längs der Axe von T 
oben links zwischen und 1 positiv reell sein sollen, steht in Ein- 
klang mit der früher getroffenen Bestimmung, dass das Product der 

drei Functionen, nämlich y = y(a;, fc), ebenfalls an dieser Stelle positiv 
reell sein sollte. 

Wir betrachten jetzt die drei elliptischen Functionen (2) als 
Functionen der Variabein w. Ihre Eigenschaften, die sich aus dem 
Vorstehenden mit Hilfe der Abbildung der Verzweigungsfläche T' auf 
das Rechteck P oder die vier kleinen Recktecke I, 11, III, IV der 
«♦-Ebene ergeben, sind folgende (vgl. 11 § 6' und 7): 

1) Die Functionen (2) sind eindeutig im Rechteck P und 
stetig mit Ausnahme des Punktes v,=^%K\ wo sie = cx)^ 
werden. 

Es genügt, den Beweis für eine der drei Functionen, etwa y^, zu 
führen und zu zeigen, dass diese in den Ecken 0, ^, ^BT + i^\ i^' 
des kleinen Rechtecks I eindeutig ist. Die Function Yx ist eindeutig 
in w = und u = iK\ weil sie in T' in den Punkten a: = und 







y-x 


yr 


— X 


Vi k'x 


Querschnitt 


a: 


-1, 




1, 


+ 1, 


n 


b: 


+ 1, 




1, 


1. 
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a: = oo eindeutig ist (sie nimmt denselben Werth an bei einem Doppel- 
umlauf um diese Punkte) und sie ist eindeutig in t*=-K' und u=K-\-iK\ 
weil sie in T' in den Punkten x = 1 und x = l/k^ eindeutig ist (sie 
nimmt denselben Werth an schon bei einfachem Umlauf um diese 



Punkte). Analog ist der Beweis für die Functionen Yl — x und 
yi — k^x. 

2) Die Functionen (2) sind doppelt periodische Functionen. 

Die Periodicitätsgleichungen (Vermehrung von u um 2K und 
2 iE') sind (Jacobi, W. I, S. 86): 

sn (m + m2K+ n2iK') = (— 1)"» sn w | 

cn (w + m2J£:+ w2iZ') = (—1)"»+» cn w • (6) 

dn (m + m2K + n2iK') = (— 1)" dn t* ) 

Diese Formeln sind bereits in 11 § 8 Gl. (3) bewiesen. 

Nach (6) hat jede der Functionen (2) ein besonderes Perioden- 
parallelogramm. 

3) Die 0^ und cx>^ Punkte der Functionen (2) in der ganzen 
w-Ebene sind angegeben in II § 8 Gl. (5). 

4) Die Functionen (2) sind theils gerade, theils ungerade 
Functionen von w; es ist 

sn ( — m) == — sn (tt), cn ( — u) = cn (u), dn ( — w) = dn (w). (7) 

Denn nach einer Bemerkung am Schluss von II § 7 hat das In- 
tegral u die Werthe iK' -{- v und iK' — v in zwei übereinander 
liegenden Punkten der Fläche T: (x, -f" v) und (x, — y). In solchen 

zwei Punkten von T hat aber jede der drei Functionen j/a;, ]/l — Xy 

yi — k^x entgegengesetzte Werthe. Daher folgt, wenn man noch die 
Periodicitätsformeln (6) berücksichtigt, 

sn (iK'-\-v)= — sn (iK' — v) oder sn (u)= — sn (2iK' — u)= — sn( — w), 
cn(iK'-\-v)= — cn(iK' — v) „ cn(M)= — cn(2iÄ'' — u)=-\-cn{ — w), 
dn{iK'+v)=—dn{iK'—v) „ dn(u)=— dn(2iÄ:'— M) = + dn(— u). 

Man sieht hieraus oder auch direct, dass von den zwei Functionen 
X == sn* (u) und y = sn u cn u dn u (8) 

die erste eine gerade, die zweite eine ungerade Function von u ist. 
Die Werthe dieser Functionen in den. Ecken und auf den Seiten der 
Rechtecke sind in 11 § 7 Fig. 10 und 11 angegeben. * 

4) Jede der drei Functionen (2) ist von der zweiten Ord- 
nung, d. h. sie nimmt in dem ihr zugehörigen Perioden- 
parallelogramm jeden Werth zweimal an. 



96 



Abschnitt B. 



2iK}\ 



üC 



/1 



<i/r 



Fig. 20. 



~/^K 



Um dies für )/^ = sn w zu beweisen, bezeichne man die den 
Punkten 4-w und — u entsprechenden, nach (7) entgegengesetzten Werthe 
von sn u mit -|- und — . Dann ergibt sich die weitere Vertheilung der 
Werthe + und — der Function sn u aus den Periodengleichungen (6) und 

es zeigt sich, dass die Fimction sn u 
in ihrem Periodenparallelogramm 
(4ä:, 2iK') jeden der Werthe 
-|- und jeden der Werthe — 
zweimal annimmt, also von der 
zweiten Ordnung ist (Fig. 20). Zu- 
gleich sieht man, wenn die Punkte 
-|- und — auf die zu den Coordi- 
natenaxen in Abständen von der 
Grösse K und iK' parallel gezogenen Linien fallen, dass sn u seinen 
ursprünglichen Werth wieder annimmt nach einem ganzen Umlauf von 
u um einen der Pimkte w = und %K\ dagegen schon nach einem 
halben Umlauf um einen der Punkte u = K und K + iK\ Dies 
stimmt mit der Bemerkung in Nr. 1. 

Eine entsprechende Betrachtung für cn u und dn u führt zu ähn- 
lichen Figuren und demselben Satze. 

Aus diesen Figuren ergeben sich zugleich als Lösungen der 
Gleichungen 

snw=sntio die Werthe M=Uo-f-4wjK"+2»ijBL'' und 

M=— w^+(4w + 2)JK:+2niJE", 



(9) 



cnM=cnw, 



dnM=dnii^ 



w 



>» 



?> 



n 



u=-^UQ'\-2mK'{-4niK\ 



Man sieht ferner leicht, dass von den Functionen x und y die 
erste von der zweiten, die zweite von der dritten Ordnung ist, d. h. 
im Rechteck P nimmt x jeden Werth zweimal, y jeden Werth drei- 
mal an. Im Punkt u = iK' fallen diese Werthe zusammen und es 
wird X = cx>*, y = cx>^ 

Bezeichnet man den Werth von a;, der den beiden Punkten + u 
und — u entspricht, mit +? so ergibt sich die weitere Vertheilung 
der Werthe -f- von x = sn^ u aus den Periodeugleichungen dieser 
Function. Zugleich ergeben sich als Lösung der Gleichung 

die Werthe u = ±Uo + fn2K+n 2iK\ 



sn* u = sn* u. 
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§ £. Fundamentalwerthe und Verwandlungsformeln der elliptiBOhen 

FunotioneiL 

[Zusätze zum zweiten Abschnitt § 8.] 

Wir ziehen aus den Sätzen von § e noch weitere Schlüsse. 
1) Die Fundamentalwerthe der drei elliptischen Functionen 
für halbe Perioden von x (in den Ecken und auf den Seiten 
des kleinen Rechtecks I (vgl. Abschnitt II § 7)) sind enthalten 

in der folgenden Tabelle. Die Werthe von y = YiXy k) sind zur 

Controle hinzugefügt. Die Grösse h' ist definirt durch Jfc'= ]/l — k* 
und positiv reell zu nehmen; wie k ist auch Ä' < 1. 





In den Ecken voi 


il 




Auf den Seiten von I 




u 





+ 1 

+ 1 



K 

+ 1 





K+iK' 


iK' 

oo 

oo 

oo 
oo 


Q,K 

+Ä 


K,K-\-iK' 


K-\- iE', iK' 


iK',0 


sn ti 


+ l/i 


-\-Ä 


+ A 


-\-iB 


cnti 


k 


iB 


iB 


+A 


dnti 





-\-A 


iB 


+ Ä 


y 





iB 


A 


-\-iB 



ci) 



Zur Erläuterung dieser Tabelle diene Folgendes. 

Die Werthe der Functionen in den Ecken von I ergeben sich 
aus den Werthen von x in diesen Ecken (vgl. Fig. 10 in II § 7). Die 
Vorzeichen bestimmen sich dabei aus der Figur 19 a, b, c. So ist z. B. 

für u==K'\-iK' x=l/k^, also y^ = snM = + l/Ä; das Zeichen — 

ist zu verwerfen, weil nach Fig. 19a )/^ im oberen Blatt und links 
von der Axe zwischen und c» einen Werth -|- A hat. Ferner 

ist yi — ^ = dz "jT ' ^^®^ ^^^ ^^ obere Zeichen zu verwerfen, weil 

nach Fig. 19 b ]/! — x im oberen Blatt links von der Axe zwischen 
1 und oo einen Werth — iB hat. 

Die Werthe der Functionen auf den Seiten von I ergeben sich 
unmittelbar aus den Figuren 19a, b, c. 

Die Werthe der Functionen in den Ecken und auf den Seiten 
der Rechtecke II, III, IV (Fig. 10) und damit in allen congruenten 
Punkten und Strecken der m- Ebene erhält man aus der obigen Tabelle, 
wenn man noch den geraden oder ungeraden Charakter und die perio- 
dischen Eigenschaften der Functionen (§ e) berücksichtigt. 
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(2) 



cnu 
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2) Die Verwandlungsformeln der drei elliptischen Func- 
tionen (Vermehrung von u um halbe Perioden K, iK\ K-\-iK' 
von x) erhält man mittels der Additionsgleichungen ^) (IV 
§ 14 Gl. (12)), wenn man v = K, iK\ K-j-iK' setzt und die 
Fundamentalwerthe der Functionen (Tabelle (1)) benutzt. 
Man findet so*) (Jacobi, W. I, S. 86): 

sn(u+in=+|^; sn(u±i2r0=+;^; Bn(u+K+iK^=^+^^, 

^(^+^=+Sr; cn(^.±i2^o=^F,^^ cn(..+2r+i2r')=-^, 

[än(u±K) = + ^^', dn(n±iürO=+*^5 dn(i.+ii:+t2i:')=+'*'"" 

3) Die Fundamentalwerthe der drei elliptischen Functionen 
für Viertelsperioden von x (oder in den Mitten der Seiten 
des kleinen Rechtecks I) sind folgende: 

/K\ -\rv~ 1%K'\ lAT* /Ä^+'Ä'X l/ »F 

dn(-f)=yÄ'-, dn(^)=|/HlÄ-; dn (^+i^)=yF(Ä:WÄ). 

Um diese Formeln zu beweisen, braucht man nur in der dritten, vierten 

und achten der Gleichungen (2) bez. w = — — , — , — - ^- 

ZU setzen; dann findet man 

^-(D-n "■(^■)--]. »■(^■^)— ^- 

Hieraus ergeben sich die übrigen Werthe in (3) und die Vorzeichen 
bestimmen sieb aus den Werthen der drei Functionen auf den Seiten 
des Rechtecks I (s. Tabelle 1). 

In ähnlicher Weise wie (3) erhält man auch die Werthe der ellip- 

tischen Functionen für die Argumente K -| — - - und - -f- iK\ 



(3) 



1) Das Additionstheorem der elliptischen Functionen snu, cnu, dnu, das 
Biemann erst später (IV § 14) gibt, wird seiner Wichtigkeit halber besser schon 
nach n § 8 oder B § e eingeschaltet. 

2) Von diesen Formeln kommen bei Biemann nur die folgenden vor (vgl. 
m § 9 Gl. (4a) und III § 12 Gl. (15)) 

8n(M + tJS:')=.r-^. cn(ir+«Ä:') ^, dnZ = r. 



Abschnitt C. 
Znsätze zum dritten Abschnitt. 

§ g. Vorbemerkungen. 

[Zusätze zum dritten Abschnitt § 11 und 12.] 

Bevor wir zu den analytischen Darstellungen der elliptischen Func- 
tionen einige Ergänzungen geben, schicken wir eine wichtige, all- 
gemeine Bemerkung voraus, welche den von Riemann unter einer 
speciellen Voraussetzung entwickelten Eigenschaften und Dar- 
stellungen der elliptischen Functionen und Integrale einen ganz all- 
gemeinen Charakter verleiht. Jene Voraussetzung, dass nämlich in 
der ßrundgleichung (11) § 3 oder (1) § a die Grösse k^ reell, posi- 
tiv und < 1 sei, zieht die Folgerung nach sich 

erstens, dass in den Periodicitätsmoduln 2K und 2iK' des Inte- 
grals u erster Gattung K und K' reell und positiv sind, dass also 
die Umkehrungsfunction x = f{u) ein nicht verschwindendes 
Periodenparallelogramm besitzt; 

zweitens, dass die Grösse q = e reell, positiv und < 1 ist, 

dass also gewisse unendliche Reihen und Producte (§ 9 und 11), 
durch welche die elliptischen Functionen sich analytisch dar- 
stellen, convergent sind. 

Es gilt nun der wichtige Satz: 

Die obige Voraussetzung über die Beschaffenheit von k* ist 
für die Theorie der elliptischen Functionen ganz un- 
wesentlich oder die allgemeinen Sätze und Formeln in 
dieser Theorie behalten ihre Gültigkeit, wenn die Grösse 
k^ einen ganz beliebigen, auch complexen Werth hat^) 
(mit Ausnahme von 0, 1, oo). 



1) Die Voraussetzung über k* ist nur von Einfluss auf die Realitätsverhält- 
nisse, wie sie z. B. in den Figuren 10, 11, 17, 19 und in den Tabellen A § a (6), 
B § f (1), C § h (15) angegeben sind. 

1* 
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ffierfar hat RiemannO einen Beweis gegeben, den wir nur kura 
andeuten; er beruht auf folgendem Hilfssatz: 

Ist M = ?e' -f" *^ ' ^s elliptische Integral erster Gattung mit ganz 
beliebigem complexen Modul ä;^ und mit den Periodicitätsmoduln 
-4 = -4' + iÄ' am Querschnitt a und JB = 5' + iB" am Quer- 
schnitt h in der Verzweigungsfläche T\ so ist der aus den reellen 
und imaginären Bestandtheilen gebildete Ausdruck 

(1) AB'' — B'Ä' 

stets positiv. 

Dieser Ausdruck stellt geometrisch den Inhalt des Flächenstückes 
dar, welches die Gesammtheit der Werthe, die das Integral u innerhalb 
T' annimmt, in der Ebene der complexen Variabein u reprasentirt. 

Aus diesem Satze ergibt sich für die Periodicitätsmoduln A und B 
von u Folgendes: 

Erstens. Das durch den Ausdruck (1) in der u-Ebene dargestellte 
Flächenstück ist ein Parallelogramm mit den Ecken 0, -4, -4-|-5, JS 
(vgl. die Abbildung in 11 § 6). Betrachtet man statt des Inte- 
grals u mit der oberen Grenze x die Umkehrungsfunction x = f(u) 
(11 § 8 oder B § e), so folgt, dass diese Function, wie auch h^ 
beschaffen sei, ein wirkliches Periodenparallelogramm be- 
sitzt, dass also auch niemals das Periodenverhältniss reell sein kann. 

Zweitens. Bildet man den Quotienten iBiA, so ist der reelle 
Theil desselben, wie auch k^ beschaffen sei, stets negativ; 
denn es ist 

iB _ JB'—B" _ - {AB"- B'A") + %{Ä' B' + A'B'' ) 
A~ A+ %Ä'' ~ A « + .1""« 

in— 

Setzt man daher 3 = 6 ^,. so ist der absolute Betrag |g|<l. 
Hieraus folgt weiter die Convergenz der zur analytischen Darstellung 
der elliptischen Functionen mit beliebigem Modul k^ dienenden Reihen 
und Producte (HI § 9 und 11). 

Setzt man A = 2K, B=^2iK' und betrachtet den speciellen Fall, 
wo k^ reell, positiv und < 1 ist, so sind K und K' reell und positiv 

und folglich ist g = e ^ selber reell, positiv und < 1 . Diese An- 
nahmen liegen der Riemann'schen Vorlesung zu Grunde. 

Eine zweite Vorbemerkung zu dem Folgenden betrifft die 
Bestimmung des in IH § 12 Gl. (4) unbestimmt gebliebenen 



1) Biemann, Ges. W., 1. A. S. 125. Vgl. meine Theorie der AbeFBchen Func- 
tionen, Leipzig 1896, S. 114 und 115. 
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Factors a^. Hierzu dient der folgende Grenzübergang (Jacobi, W. I, 
S. 230); es sei 

ip(s)=(l—qs){l—^s)'il—q^^-'s){l—qs-'){l--^s-^)'il—q^^-'sr^) (2) 
oder entwickelt 

g>{s) = A + A(s + sr^) + " + Än{s- + s--), (2a) 

so dass ao=*lim Aq. Für die Function (2) gilt die Functionalgleicbung 

(sq - q''')9>(q's) = - (1 - q^-+'s)g>{s). 

Führt man in sie die Reibe (2 a) ein und vergleicht die Coefficienten 
von Sk auf beiden Seiten , so folgt 

Setzt man hierin fc= 1, 2,«-, k und multiplicirt die k Gleichungen, 
so erhält man 



A,^M-r)^^'\^^^ 



oder f ür Ä == w 

An-A^(^ l) q ^_^2. + 2.i_^2« + 4..i__^4. 

Nun findet man durch directe Ausführung der Multiplication in (2) 
An = ( — 1)" 2** ; daher wird 

und hieraus folgt für n = oo der Werth 

ao = lim A = ^^^t.^_^^..i_^e./ (2b) 



n==ao 



Das Product im Nenner von (2 b) und weitere solcher Producte treten 
im Folgenden mehrfach auf; wir führen daher Abkürzungen für die- 
selben ein und setzen 



(3) 



Zwischen diesen vier Punkten besteht die Beziehung 

|-|=«„^, oder Q,Q,Q, = 1. (4) 

Ferner folgt aus (5), da q reell und < 1 ist, 

Qi>Qi>Qo>Q,- (4») 
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§ h. Znsammenstelliiiig der Formen und Eigenschaften der Theta- 

fonotionen. 

[Zusätze zum dritten Abschnitt § 11 und 12.] 

Die Eigenschaften der vier Thetafunctionen sind in der 
Riemaun'schen Vorlesung etwas zerstreut; wir stellen daher diese Eigen- 
Schäften hier nochmals kurz zusanunen und fügen einige Ergänzungen 
hinzu. Es galten die Bezeichnungen (vgL II § 11 GL (1) und (2)) 



(1) 



i'jru 



» = 2Kv, s = e ' = e*"', 
iK' -«^ = ef"* . 



(2) 



SO dass 

(den Werthen m = 0, K, iE', K + iE 

die Werthe t? = 0, -h-, v, V + ^ 



2> 2 ' 2 • 2 



entsprechen. Hiemach kann man die im Folgenden in t; und q 
(oder r) angeschriebenen Thetaformeln leicht auf m, 2K, 2iK' über- 
tragen. 

Die Thetafunctionen sind die unendlichen Producte oder Summen^ 
die in den Zahlern und den Nennern der elliptischen Functionen sn u, 
cn Uy dn u auftreten. Aus den Darstellungen in Abschnitt 11 § 11 
Gleichungen (11 — 13) erhält man die folgende Definition der Theta- 
functionen in Productform (Jacobi^ W. I, S. 224)^) (wobei Q^ das 
Product (3) § g und n = 1, 2, • -, cx)): 



(3) { 



1« 
©,(m) = *j(t;) = 23i/*sin av ^o JJ(1— 2g*»co8 2«« + 3*«), 

H 

8,(u) = ^j(») = 2^»/* 008 jt» Co /T(l + 2«*" cos 2«» + g*"), 

n 

®s(«) = *»(»)= ^0 77(1 + 23«— icos2jrt;+2*—»), 

n 

(w) = '^ (t?)= QoYJ(l — 2q^^-^cos2n:v + q^^-^). 

Hieraus ergeben sich (vgl. II § 12 Gl. (5) und (13)) die folgenden 
Darstellungen der Thetafunctionen in Summenform (Jacobi, 
W. I, S. 231) (n = 1, 2, . ., oo): 



1) Jacobi schreibt ursprünglich H{u) für Gi(u). 
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1» 

Öj(tt) = #,(») = 2^{— !)"-> 2««-»/»)' sin (2m — 1) xv 

n 

e^(u) = «•^(t)) = 2^3<"-i/«)' cos (2« — 1) XV 

n 

S^(-u) = ^3(1?) = 1 + 2^3«* cos 2m ÄV 



(4) 



® (u) = ^ (t;) = 1 + 2^{— 1)"4«' cos 2njrt;. 

Wir stellen femer die wichtigsten Eigenschaften der Theta- 
functionen zusammen. 

1) Die Thetafunctionen hängen nur ab von den Verhält- 
nissen u : 2K: 2iK\ also nur von zwei Grössen v und x oder t; 
und 9; es gelten die Gleichungen (Homogenitätsgleichungen) 

^,(1;, r) = ©,(", ^^, 2f iT') = @, (J, ^, ^f ) (i = 1, 2, 3, 0), (5) 

WO m eine beliebige Grösse ist. 

2) Die Thetafunctionen sind nach (3) oder (4) theils gerade^ 
theils ungerade Functionen von u oder v; es ist 

^i(-t^)=-^i W; ^2(-t^)='^2W, ^3(~^)='^3 W, ^(-t;)=^(t;). (6) 

3) Die Nullpunkte der Thetafunctionen (vgl. III § 12 Gl. (6)) 
sind (w, w = 0, + 1, + 2, • •) 

©j(u)='^i(t?)==0fÜrw=2mÄ^+2n*\S^' odert;=fn+wr 

e,(tt)=a'2W=0 „ w=(2m— l)Jr+2wf2r' „ t;=m— l+nr 

e3(u)=^,(t;)=0 „ ti=(2m-l)^+(2n-l)iZ' „ t;=m-|+(n-i)r 

e(u)=^(t;)=0 „ tt=2wJS:+(2w— l)i2r' „ i,=m+(n— i)T ^ 

Für hinreichend kleine Werthe von q ist annähernd nach (4) 
-^•^(i;) = 2g^/* sin nvy ^z{^) = \'\- 2q cos 2*1? | 
^^(t;) = 2q^'^ cos TTV, -^ (t?) = 1 — 2g cos 2nv\ ^ ^ 

4) Relation zwischen den Thetafunctionen für die NuU- 
werthe der Argumente. 

Setzt man in (3), nachdem die erste Gleichung nach v dififerenzirt 
ist, ti = 0, v = und benutzt die Abkürzungen 

ö,(0) = ^,(0) = Ö, = ^, , (i = 0, 2, 3) (9) 



(7) 



f-l-i^)-.«.' m.r/.'. 



(9a) 
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so erhält man 

Daher besteht nach § g (4) zwischen ^^^ &^, 9-^, %■ die Relation 
(11) x»»i»i = »i oder «8©,©j = 2Z©/. 

Die vier Werthe '8',', ^,, '&,, d sind reell und positiv und es ist nach 

§g (4a) »»>»$; »s>»- 

5) Periodicitätsformeln der Thetafunctionen (Vennehrung von 
V um ganze Perioden 1, r, 1 + t) (vgl. 11 § 12 61. 7) (Jacobi, 
W. I, S. 225) und 

6) Verwandlungsformeln der Thetafunctionen (Vermehrung 
von V um halbe Perioden 1, .1, 1 + ^) (vgl. II § 12 öl. 12 
und 16) (Jacobi, W. I, S. 226): 



(12) 



(13) 



(14) 



*i(t'±l)=-*i(«'), 
^»(f±l)=+*s(f), 



^sC^i r)=+<r *«^*""*j(« 
*j(»+T)=+g-»e+«''"«'s(e 

» (v+T)=—q-^e+^""» (» 



*»(«±-2-)="-F*iW, 

«•,(f±-2) = + *(*')» 

^«(«+|) = + (r^^''e+""*,(t;), 

^»(»±2)=+ <r»/*c^^""e-,(«), 

»,(v-\.l+T) = +q-^er^""»,(v), »,(v+l+^)^+ <r'^*c-'"d,(p), 
*,(t;+l+r) = -2-'e-»""d,(v), »,(t>+A+I)=_,-gr-i/4c-.«.^ (t,)^ 

*,(ü+l+r)=+(r'e-«""*3(f). ^8(''+-2-+|)=+»<r'^*e-""^i(«). 

7) Fundamentalwerthe der Thetafunctionen für halbe Perio- 
den in den Ecken und auf den Seiten des Parallelogrammes 
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1 .r 



t 



^f 



0, -5-, -^ + "V; 'T ^^^ v-Ebene, das wir entsprechend den früheren 

mit I bezeichnen. (Fig. 21.) 

Die Functionen '9'i(t;), '^'^(t?), '9's(t?), ^{!p) haben in der Ecke t;=0 die 
positiv reellen Werthe 0, -ö-g, -ö-j, %, Hieraus ergeben sich mittels der 
Verwandlimgsformeln (12 — 14) die Werthe 
der vier Functionen in den übrigen Ecken. 

Femer ist, wenn x reeU, sinic, cos x und 
cos {ioo) reell, dagegen sin(ta;) rein imaginär. 
Daher folgt aus (3) oder (4), dass auf der Seite 

0, — die Werthe der vier Thetafunctionen 

positiv reell und dass auf der Seite y, 

die Werthe von '0'2(t?), ^^iy)j ^{y) positiv reell, die von ^^{y) positiv 
imaginär sind. Hieraus ergeben sich die Werthe der Functionen auf den 
übrigen Seiten mittels der Verwandlungsformeln (12 — 14). Man erhält 
so die folgende Tabelle, in der A und JB positiv reelle Werthe be- 
deuten, die mit v variiren. 



/ 


ß 


I 


z 


m 


u 

JV 



t_ r 



T 

5"y 



Fig. 81. 



V 





«■» 


1 
2" 




2~2 


T 
'2 




1 1 r 

2 ' 2 ~ 2 


2 T^2' 2 




Inneres von I 


*l(f) 


3-1/4^, 


+ ig-»/*ö' 


+ ^ 


-\-A+ iB 


+ A-{-iB 


*»(») 


tg-i/** 


g-i/*». 


iB 


+ A iB 


+ A iB 


«■^Cf) 





qr^\<». 


+ A 


-\-A iB 


+ Ä iB 


*(«) 


3-'^** 





+ A 


-\-A-\-iB 


+ A+iB 



Aus den Werthen der Thetafonctionen im Innern von I ergeben 
. sich die Werthe im Innern von IV (vgl. Fig. 21) durch die Bemerkung, 
dass für conjugirt complexe Werthe von v auch die d'i(y) conjugirt 
complexe Werthe haben und im Innern von H und HI durch die 
Bemerkung, dass ^i(v) eine ungerade, die anderen d'i{v) gerade Func- 
tionen von V sind. Schliesslich erhält man die Werthe der Thetar 
functionen in allen übrigen Punkten der v-Ebene mittels der Periodi- 
citätsformeln (12 — 14). 

8) Die vier Thetafunctionen genügen derselben linearen, 
partiellen Differentialgleichung, nämlich (vgl. V § 22 (2)) 

• ''' ''' (i = 0,l,2,3), (16) 



4ijr — « — = 

dt 



dv' 



(15) 



wie sich unmittelbar aus (4) ergibt. 
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§ i. Darstellung der elliptisohen Functionen duroh Thetafunotionen. 

Berechnungen. 

[Zusätze zum dritten Abschnitt § 12.] 

Die Formeln, welche die elliptischen Functionen durch Theta- 
functionen darstellen^ geben noch zu folgenden Bemerkungen 
Anlass. Es ist (EI § 12 Gl. (15)) (Jacobi, W. I, S. 235): 



(1) 



y X = sn M = Ai 






yi-a; = cn« = A,|g>, 



yr:^Ä^ = dnM = A,%|j. 



Denn die drei Functionen der linken Seite haben dieselben 0^ und 
oo^ Punkte und zugleich dieselben Perioden wie die Thetaquotienten 
der rechten Seite. Zur Bestimmung der Constanten A^, A,, A, 
setzen wir, ähnlich wie in IQ § 12, in den Gleichungen (1) w = 0, 

Jf, K+iK' oder t; = 0, y,y + -|-. Dann ist a: = 0, 1,1/Ä«, 

während die Thetafunctionen die in Tabelle § h (15) angegebenen 
Werthe haben. Berücksichtigt man die Verwandlungsformeln § h 
(12 — 14) der Thetafunctionen und die Differentialgleichungen § e (3), 
so erhält man die Grenzbestimmungen 

/snu\ 0^ 1 /cn u\ 0^ —k' k' 

— Ä:* sn f« cn u"| -|- *^' k'q^^* 



/dnu\ 0^ r 



G^\u) 



-"l 



S. 



Mit Hülfe dieser Gleichungen ergeben sich aus (1) durch die Sub- 
stitutionen M = 0, jfiT, -K" -f- i^' f^ A^, Aj, Aj die Werthe: 



(2) 



. 9u G e, 1 ©, 1 

A, — snw^^^— ^^, _ — _ -^-^^ _^^, 



Aj = cn w 



Su 



^ k^ = ^ _ ^ !?t ^ lAl 



k S 



.'^ = ^^^|^ = W' = I" = *'^ = ''^' 
wo die letzten Grössen durch Multiplication aus den zwei vorher- 
gehenden folgen. Multiplicirt man die drei Werthe, die 0^ enthalten 
und benutzt die Gleichung (11) § h, so erhält man (Jacobi, W. I, S. 235) 

(3) e/ = -|/f y^', ®,=-|/?v^. ©3=1/?, e=y^VF, 

und 

(4) 



ö. 






§ i. Darstellang d. ellipt, Functionen durch Thetafunctionen. Berechnungen. 107 

Die vorstehenden Gleichungen dienen auch zu Berechnungen^ 
nämlich 

zur Berechnung der Grössen q, Ky K\ wenn k gegeben ist 
und zur Berechnung von u^ wenn x gegeben ist. 

1) Zur Berechnung von q aus k geht man aus von der Formel (4) 

y — ©3 — i + 2g + 2g* + 23»+..* W 

Man findet in erster Annäherung, d. h. wenn man g* gegen q ver- 
nachlässigt, 

yF==\^^- oder 22 = '-!^. (6) 

Stärker wird die Convergenz, wenn man ausgeht von der Gleichung 

97 — ^.ZlVK — ^«-^ _ nq + q' + q''+'-) (^^ 

1 + /F— e, + e— "l + 22* + 22"+..> ^'J 

deren Umkehrung lautet 

g = Z + 2^5 + 15P + 160Z1« + . . . (7a) 

Um eine Vorstellung von der Convergenz dieser Reihe zu geben, sei 

k = k' = yi/2 = 0,70710678; 

dann findet man für die acht ersten Decimalstellen 

Z = 0,04321363, g = 0,04321393 = g^, * 

so dass q durch das erste Glied in (7 a) schon auf sechs Decimalen 
genau erhalten wird. 

Man erhält fem er die Grösse K aus (3) 

"|/^=®, = l + 2ff + 22* + 22» + .. (8) 

oder noch besser aus 

i + yv i + yTfc' ' 

endlich die Grösse K' aus (vgl. 11 § 9 Gl. (2)) 

2) Zur Berechnung von u oder v aus x dient die Formel 

i/l k^x ^sC^) l + 2gco8 2jrt?-J-2g*cos4«ü +22®c08 6äü-j — ^ ^ 

In erster Annäherung findet man 

a 1 — 2gco8 2«t? j o o t — S .-<jv 

S = :ri-^- s — oder 2^ cos 2Ät; = t-t-ö- (12) 

l + 2gcos2«t? ^ l + ö ^ ^ 
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Stärker wird die Gonvergenz, wenn man anseht von 






2(gco8 2Ät;-|- 3® cos 6«» -^ — ) 



so dass in erster Annäherung sich v bestimmt aus 
(14) 2q cos 27CV = T. 

Diese Formeln sind besonders geschickt^ wenn x in dem Intervall 

zwischen und 1, also u zwischen und K, v zwischen und ^ ^^g^ 

wie dies bei Anwendungen häufig der Fall ist. Für andere Intervalle 
wählt man zweckmässig andere Formeln. 

§ k. Erste Darstellung der allgemeinen elliptisohen Function 

durch Thetafonotionen. 

[Zusätze zum dritten Abschnitt § 13.] 

In der Riemann'schen Vorlesung (III § 13) sind die Darstellungen 
der allgemeinen elliptischen oder doppelt periodischen Func- 
tion durch Thetafunctionen nur berührt. Ihrer Wichtigkeit halber 
geben wir in diesem und dem folgenden Paragraphen einige Aus- 
führungen. 

In (11 § 6 und 7) wurde die Verzweigungsfläche T' der Function 

y = Y(x^ Je) durch das Integral erster Gattung u auf das Perioden- 
rechteck P der M-Ebene mit den Seiten 2K und 2iK' abgebildet. 
Daraus ergab sich (11 § 8 und B § e) der Satz, dass x und y doppelt 
periodische Functionen von u sind mit den Perioden 2K und 2iK\ 
Hieraus folgen weiter die Sätze ^): 

(I) Jede rationale Function R(x,y) der beiden durch die 
Gleichung y* = (x^Jc) verbundenen Variabein (x^y) ist eine 
doppelt periodische Function F(u) von u mit den Perioden 
2K und 2iK\ 

(la) Umgekehrt: jede doppelt periodische Function F(u) von 
u mit den Perioden 2K und 2iK' ist eine rationale Func- 
tion R(Xyy) der beiden durch die Gleichung y^=(x,Jc) ver- 
bundenen Variabein {x,y). 

Femer wurden zu Anfang von § b die Eigenschafken und Dar- 
stellungen einer Fimction R(x, y) kurz besprochen. Nach Satz I gelten 
analoge Eigenschaften und Darstellungen für eine doppelt periodische 

1) Auf ihnen beruht die Analogie zwischen den Sätzen I § 1 und 2 und den 
zu Anfang von 2I § b erwähnten Sätzen. 
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Function F{u). Die allgemeinen Eigenschaften einer doppelt periodischen 
Function F{u) sind bereits in I § 1 und 2 zusammengestellt. Es soll 
daher hier noch näher auf die analytischen Darstellungen von 
F{u) aus gegebenen Elementen eingegangen werden. 

Eine Function F{u) hat eine bestimmte Ordnung m, d. h. die 
Zahl ihrer 0* und oo^ Punkte im Periodenrechteck P von den Seiten 
2K und 2iK' ist dieselbe (= m). Die Function F{u) lässt sich 
analytisch darstellen, wenn in dem Periodenrechteck P der u- Ebene 
gegeben sind entweder die m 0^ und oo^ Punkte oder die m cx)^ Punkte 
und die zugehörigen Residuen der Function. In beiden Fällen sind 
aber die 2m Elemente nicht unabhängig, sondern durch eine Relation 
verbunden. So entstehen zwei Aufgaben. 

Die erste Aufgabe lautet: 

Eine doppelt periodische Function F{u) von den Perioden 
2K und 2iK' und von der Ordnung m darzustellen aus 

den m 0* Punkten Mi, • •, Um und den m cx)^ Punkten u[, • •, w^,, 
die sämmtlich in demselben Periodenrechteck P liegen 
mögen. 

Wir wissen bereits (I § 1 Satz IV), dass zwischen diesen 2 m 
Punkten die Relation bestehen muss 



m 



^{ul — u^^lL2K+v2iK' = 0. (1) 

Von den 2m Werthen u,- und wj sind 2 m — 1 beliebig wählbar, der 
letzte Werth aber ist alsdann durch (1) bestimmt; die Grössen ^ und v 
sind ganze Zahlen. 

Zur Lösung der Aufgabe kann man jede der vier Thetafunctionen 
verwenden. Zu der einfachsten Darstellung führt die ungerade Function 
®iW; ^®^^ ®i(i«) = für M = 0, also @^{u — Mi) = für u = Ui wird. 
Man kann indess von @^ durch die Verwandlungsformeln (§ h (12 — 14)) 
leicht zu jeder anderen Thetafunction übergehen. Wir bauen mittels 
der Function 0i(w) einen Ausdruck au^ der dieselben 0^ und oo^ Punkte 
und zugleich dieselben Perioden hat, wie die zu bildende Function Fiu), 
Ein solcher Ausdruck kann sich von F{u) nur um einen constanten 
Factor unterscheiden, da der Quotient beider Functionen in der w-Ebene 
(einschliesslich des Punktes u = c») nicht mehr unendlich wird. Die 
Gleichung (1) vorausgesetzt, bilde man den Ausdruck 
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Derselbe hat bereits die 0* und co^ Punkte der Function F{u). Die 
Constantc c l'asst sich leicht so bestimmen^ dass der Ausdruck (2) auch 
die Perioden 2K und 2iK' erhält. Nach den Periodicitatsformeln für 
&i(u) (§ h (12 — 14)) sind hierzu die zwei Bedingungen zu erfüllen 

gC2Jr _-_ 1 _-- g— ^8«/r ß ^ K \^ * V 1 gg8«gf 

worin q und 6 noch unbestimmte ganze Zahlen sind. Hieraus folgt 
c ?^ und ^(u^ — u;) = Q2K+62iK\ 

m 

t 

Die Vergleichung mit (1) zeigt, dass man g = fi, <t = v zn setzen 
hat, um aUen Bedingungen der Aufgabe zu genügen. Man erhält so 
für F(u) die Darstellung 



f«u _" 



(3) ^(m) = Ce ' ' /7 



»i(«-«?) 



Die Constante C bestimmt sich entweder dadurch^ dass man zu einem 
Punkt u den Werth von F(u) angibt oder dadurch^ dass man beide 

Seiten von (3) nach Potenzen von u oder einem der Ausdrücke u — m,- 
oder u — u/ entwickelt imd die Goefficienten entsprechender Potenzen 
vergleicht. 

Liegen die Stellen u? imd u/, wie wir angenommen haben^ alle in 
demselben Parallelogramm Py so sind im Allgemeinen die ganzen 
Zahlen ^ und v in (1) von verschieden. Indem man die 2 m 0^ und 
cx)^ Stellen in verschiedenen Parallelogrammen wählt^ kann man (i und 
V auch gleich machen. Hat die Function F(u) und oo Punkte 
höherer Ordnung, so fallen von den Factoren in Zähler und Nenner 
von (3) mehrere zusammen. Die vorstehenden Entwickelungen geben 
den Satz: 

(H) Eine doppelt periodische Function F(u) von der Ord- 
nung m stellt sich dar durch die Form (3), d. h. abgesehen 
von einem Exponentialfactor durch den Quotienten zweier 
Producte von je m Thetafunctionen. Die Argumente dieser 

Functionen enthalten die 0* und oo^ Punkte te? und u/ der 
Function und diese Punkte sind durch die Relation (1) ver- 
knüpft. 

Wir geben ein paar Anwendungen der Gleichung (3), die 
später benutzt werden. 
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1) Die Function x — Xq = sn^ u — sn^ Hq wird als Function von 
u gleich (x>^ in w ^E iK' und gleich 0^ in w eh + w^ , Man hat 
daher nach (3), da v = — 1 ist, 

X — Xn = sjru — sn^ Mo = C • -^^ — 9 — ■ — - • e^ , 

Führt man mittels der Verwandlungsformeln (13) § h im Nenner & 
statt G, ein und bestimmt die noch von u^ abhängige Gonstante C 
durch die Substitution u = und Vergleichung mit der ersten Formel 
(1) § i, so erhält man 

X — XQ = sn^u — sn* w^ = -7- 01/ x^tV x — ^ • W 

2) Die Function 1 — k^xxQ= 1 — P sn* u sn* Uq wird als Function 
von u gleich cx)* in ti E£^ iK' und gleich 0* in uee + (Mq + « -K^'); 
wie aus der Formel III § 9 (4 a) oder B § f (2) hervorgeht. 
Man findet durch dasselbe Verfahren wie in Beispiel 1 die Glei- 
chung (Jacobi, W. I, S. 207): 

l-Jc^xx, = l-lc^sn^usn^u, = ?^?^^^^ (5) 

Aus ÖL (4) erhält man sehr einfach eine Relation zwischen ®i- Func- 
tionen mit vier Argumenten, die man als das allgemeine Additions- 
theorem der Thetafunctionen bezeichnen kann und aus der sich 
durch Specialisirung der Argumente weitere wichtige Formeln ergeben. 
(Vgl. E § s Gl. (35), wo dieselbe Gleichung für die Sigmafunction ab- 
al^eleitet ist.) 



§ 1. Zweite DarsteUung der allgemeinen elliptisohen Function durch 
Thetafoncticnen. Eigensohaften der Function Z(u), 

[Zusätze zum dritten Abschnitt § 13.] 

Bevor wir an die Lösung der zweiten in § k gestellten Aufgabe 
geheUy schicken wir die wichtigsten Eigenschaften der logarithmischen 
Ableitung der Thetafunctionen^ die sich unmittelbar aus den Eigen- 
schaften der Thetafunctionen selbst ergeben^ kurz voraus. Die logarith- 
mischen Ableitungen der Functionen 0(w), ®i(w), ©«(t*)? ®8(^) werden 
bez. mit Z(u)y ^iW^ ^2(^)7 ^sW bezeichnet. Sie sind ungerade Func- 
tionen von u und = cx)Mn den nämlichen Punkten, in welchen die 
entsprechende Thetafiinction = 0^ wird. Sie haben femer gewisse perio- 
dische Eigenschaften, gewisse Additionstheoreme und Verwandlungs- 
formeln. Durch die letzteren kann man wie bei den Thetafunctionen 
leicht von einer der Z- Functionen zur anderen übergehen. Es genügt 
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daher; eine dieser Functionen näher zu betrachten; wir wählen hierzu 
die von Jacobi vorzugsweise benutzte Function Z(u), also 

(1) z(„)_üa|(=)_|g).-) 

Die Eigenschaften dieser Function und ihrer Ableitungen sind 
folgende: 

1) Die Function Z(u) ist eine ungerade Function; es ist 
nämlich ®(— u) = ®(u) (§ h GL (6)), folglich 

(2) Z(—u) = — Z{u), 

Die höheren Ableitungen Z\u), Z'\u)y - • sind daher abwechselnd ge- 
rade und ungerade Functionen von u. 

2) Die periodischen Eigenschaften von Z(u) (Vermehrung 
von u um 2K, 2iK\ 2K+ 2iK') sind (vgl. § h GL (12—14)) 

\z{u + 2K) = Z{u), Z{u + 2iK') = Z{u) — '^, 

^^ I Z(u + 2K+2iK') = Z(u) — ~' 

Die höheren Ableitungen Z\u)y Z'\u), • • sind daher doppelt perio- 
dische Functionen von u mit den Perioden 2K und 2iK\ 

3) Die Fundamentalwerthe von Z{u) für halbe Perioden 
(in den Ecken des Rechtecks 0, K, K -{- iK\ iK' der w-Ebene) sind 

(4) Z(0) = 0, Z(ü:) = 0, Z{K+iK') = -^ Z{iK') = oo\ 

Die erste Gleichung folgt aus (2) für m = 0; die zweite und dritte 
Gleichung aus der ersten und dritten Gleichung (3), indem man u = — K 
und u = — K — iK' setzt; die vierte Gleichung endlich aus (7) § h. 
Die höheren Ableitungen Z\u)y Z'\u)y • • werden für u = iK' 
unendlich in höherer Ordnung. Ebenso ist 

(4a) Zj(0) = 0, Z^{0) = 0, dagegen Zi(0) = oo. 

4) Die Additionsformel der Function Z{u) ergibt sich am 
einfachsten aus der Gleichung (5) § k durch logarithmisches Differen- 
ziren nach u und u^y nämlich 

Z{u + «o) + Z{u - «o) - 2Z(«) —^^ _____ , 

Z(«+ «„) - Z(«-«o) - 2ZK) 1-fe.sn'uBnX > 



fZudu. 

1) Durch diese Gleichung oder durch 0(u) =» 0(0) • c® , worin ZiyC) 

durch das Integral zweiter Gattung J^(u) (§ m Gl. (8)^ bestimmt ist, hat Jacobi 
zuerst die Function 9(u) in die Analysis eingeführt (Jacobi, W I, S. 198). 
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woraus (Jacobi, W. I, S. 207): 

Z{u + Mo) — Z{u) — Z{u^ = — Ä* sn w sn % sn (m + u^, (6) 

wenn man das Additionstheorem von sn u benutzt (IV § 14 Gl. (12)). 
5) Die Verwandlungsformeln der Function Z(m) (Vermehrung 
von u um Ky iK') ergeben sich durch logarithmisches DiflFerenziren 
der Verwandlungsformeln der Thetafunctionen (12 — 14) § h nach u. 
Man findet: 

Z{u ± K) = Z,(u), Z(u ± iE') = Z,(u) + ^' 

Z,{u±K) = Z,(u), Z,{u±iK')= Z(u) + ^ 

Z,{u±K) = Z,{u), Z,iu±iK')^Z,{u) + f^ 

Z,{u ±K)= Z(u), Z,iu ± iE') = Z,{u) + ^ 



(7) 



Verbindet man damit die Formeln^ die durch logarithmisches Differen- 
ziren aus den Gleichungen (1) § i folgen ^ so erhalt man 

Ä;' sn u cn u 



Z{u±K) =Z^{u) =Z(u) — 



dnu 



Ziu + K+iK')^Z,iu)-^^ = Z(u)-'^-i^ 



(7a) 



6) Eine Darstellung von Z(u) durch Partialbrüche mit un- 
beschränkter Gültigkeit in der w- Ebene ergibt sich aus der Product- 
form der Thetafunctionen (3) § h durch logarithmisches Difförenziren 
nach u, nämlich (n = 1, 2, • • oo): 

Z{u) = Z{2Kv) = ^y g^7^»in2.. 

und eine Darstellung von Z{u) durch eine trigonometrische 
Reihe mit beschränkter Gültigkeit in der ti-Ebene ergibt sich aus (8) 
durch Entwickelung der Partialbrüche nach Potenzen von 5 = c**^*, 
nämlich (Jacobi, W. I, S. 187) 

Ziu) = Z(2Kv) = ¥2'-T^'- (^) 

Diese Entwickelung ist gültige so lange 3<|5|<<r~^, oder, wenn 

v = v'+ iv", so lange J > 2v" > — J ^^* (^8*- ^^ § ^^ ^^^^)' 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die zweite Aufgabe, 
die in § k gestellt wurde, nämlich: 

Biemann't Vorlesgn. ab. ellipt. Fnnct. 8 
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Eine doppelt periodische Function F{u) mit den Perioden 
2K und 2iK' und von der Ordnung m darzustellen aus 
den m oo^ Punkten ui, • •, u^, die in einem Periodenparal- 
lelogramm liegen mögen^ und den zugehörigen Residuen 
A^ ' A^ 
Wir wissen bereits (I § 1 Satz II), dass zwischen den m Residuen 
die Relation bestehen muss 

(10) 2^* = <^' 

während die m oo^ Punkte beliebig wählbar sind. Zur Losung der 
Aufgabe verwenden wir die Function Z^{u) und stellen mittels der- 
selben einen Ausdruck her, der dieselben oo* Punkte imd Residuen 
und zugleich dieselben Perioden hat, wie die zu bildende Function F{u). 
Ein solcher Ausdruck kann sich von F{u) nur um eine additive Con- 
stante unterscheiden, weil die DiflFerenz beider Functionen in der w-Ebene 
(einschliesslich des Punktes u = oo) nicht mehr unendlich wird. Da 
im Punkte u = w/ Zy^{u — u/) = oo^ wird wie 1 : (w — ul) , also 
F{u) — A'Zi{u — m/) endlich bleibt, so ist der Ausdruck 

(11) W{u) = F{u) — A'Z,{u — O A^-Zt(u — tC) 

im Periodenrechteck P eindeutig und nicht mehr unendlich; er hat 
zugleich schon die Perioden 2K und 2iK\ da nach (3) oder vielmehr 
den entsprechenden Gleichungen für Z^iu) und wegen (10) 

^{u + 2K) = W(u), ^(u + 2iK') = ^(w) + 5^ 2^' = ^W- 

i 

Daher ist der Ausdruck (11) gleich einer Constanten Cq und man hat 
für F(ii) die Darstellung 

(12) Fiu) = ^A^Z,(u - «/) + C,. 

i 

Die Constante C^ bestimmt sich entweder dadurch, dass man zu einem 
Punkte u den Werth von F{u) angibt oder dadurch, dass man beide 
Seiten von (12) nach Potenzen von u — w/ entwickelt und die Coef- 
ficienten vergleicht. 

Die Voraussetzung, dass alle Punkte ul in einem Periodenrechteck 
liegen sollen, ist imwesentlich. Denn setzt man t?/= u/-}- m2K'\'n2iK\ 

so ist Z^{u — vi) = Z\{u — ul) — n^, so dass sich in (12) nur die 

Constante Cq ändert. Wir fassen das Resultat zusammen in den Satz: 

(I) Eine doppelt periodische Function F{u) von der Ordnung 
m mit den <x>^ Punkten wi,«-,w,^ und den zugehörigen Re- 
siduen A^y'-yA^ stellt sich dar durch eine Summe von mZ^ 
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Functionen. Die Argumente derselben enthalten bez. die m 
<x>^ Punkte u/ und die Coefficienten -4* sind durch die Re- 
lation (10) verknüpft. 

Die Darstellung (12) lässt sich leicht veraUgemeinem für den 
Fall, dass F(u) in einzelnen Punkten von höherer als erster Ordnung 
oo wird. Seien wi, t4, • •, w» die oo Punkte von F{u) in P und sei 
in u/ F(u) gleich oo wie 

^rr^i/ — (u-u/y + + (- ^)"' (u-u/y-' ^^^^ 

so findet man leicht für F(u) den Ausdruck 

(»0=Co+2U%(«--t*;)+T^^iX«-«/)+--+rT?^^'''-''(«-»;)T(i4) 

Die Darstellungen (12) und (14) lassen sich in Verbindung setzen 
mit der ersten Darstellung der elliptischen Functionen in § k. Da 
nämlich die logarithmische Ableitung einer doppelt periodischen Func- 
tion wieder eine solche Function mit denselben Perioden ist, so erMlt 
man aus der Gleichung (3) § k durch logarithmisches Differenziren 

nach u (oder auch nach einem der Ui oder ti/) Darstellungen der 
Form (12) und (14) dieses Paragraphen. 

Wir geben auch hier ein paar Anwendungen, die später be- 
nutzt werden. 

1) Die Function x — Xq wird als Function von u in t* = ijBT' 
gleich oo^ wie k~^(u — iK')~^'^) oder wie — Tc^Z^iu — i-K^O? ^^^^ 
hat man nach (14) und den Verwandlungsformeln von Z^{ii) 

h\x — x^) = Z;(wo — iK') — Z;{u — iK') = Z'(wo) — ^'W- (15) 
Setzt man Xq = ^, also Mq = jBT + i^\ so erhält man 

1 — h^x^ dn« ti = Z'(u) — Z\K 4- iK'), (16) 

2) Die Function — wird als Function von w in m = gleich oo* 

wie M""^ oder wie — ^i'(**)> daher hat man -- = C^ — ^li^)* Zur 
Bestimmung von Cq setze man a: = <x>, u=^iK' und benutze die Ver- 



1) Denn es ist 

du 
/u -iK \ 0_ di / -^ar-»/* \ i 



X 



8* 
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wandlungsformeln (7) der Z<- Functionen, nach denen Zi'{u -{- iK') 
-= Z'(u), also Zi'iiK') = Z'{0) ist. So erhält man 



§ m. Darstellung elliptischer Integrale durch Thetafiinotionen. 

[Zusätze zum dritten Abschnitt § 13.] 

Auf Grund der Ausführungen in § 1 geben wir einige Ergänzungen 
zu der in III § 13 behandelten Aufgabe ^ das allgemeine elliptische 
Integral als Function von u durch Thetafanctionen darzustellen. Ist 
B{x, y) = F{u) eine allgemeine elliptische Function, so hat man nur 

mit dx : 2y(x, k) = du zu multipliciren und erhält dann aus der Glei- 
chung (12) § 1 fOr das allgemeine elliptische Integral die Dar- 
stellung durch Thetafunctionen 

X u 

(1) f^^f =Jf{u) du = C„u +(7^+2'^' log ©1 (« - «.') 

und entsprechend aus (14) § 1 eine leicht anzuschreibende allgemeine 
Formel 

Wir geben zwei wichtige Anwendungen, die in § 1 schon vor- 
bereitet sind. 

1) Für das Jacobi'sche Integral zweiter Gattung E{u) mit 
dem algebraischen Unstestigkeitspunkt x = <x> (vgl. A § b (5)) 
erhält man aus (16) § 1: 



u 



(2) E{u) ==pi=^^ =/' dn» udu^ Z(u) - u Z\K + iK'), 

' 

da die Constante der Integration = wird wegen der ersten Glei- 
chung (4) § 1. 

Ebenso erhält man aus (17) § 1 für das Integral zweiter Gattung 
mit dem Unstetigkeitspunkt x = 

wovon wir in § s Gebrauch machen. 

Wir stellen einige Eigenschaften der Integralfunction E{u) 
(2) zusammen. 

Bezeichnet man die Periodicitätsmoduln von E{u) (oder die 
WerthdiflFerenzen von E{u) an den Querschnitten a und h der Ver- 
zweigungsfläche T\ welche den Werthen 2K und 2iK' des Integrals 
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erster Gattung u entsprechen^ mit 2E und 2iE'\ so ist analog den 
Gleichungen (2) in II § 5 

£= /(Lz*M^ = /dn^Md«, iE"^ ßl=^-= f^^ldu. (4) 

1 JT 

Hiernach sind die Fundamentalwerthe von E{v) 

E(0) = 0, E(K) = E, E{K-^iK') = E + iE", E(iK') = <x> (4a) 

und die periodischen Eigenschaften von E(u) 

E{u-{-2K)^E(u)-{-2E, E(u -{- 2iK) = E{u) -\-2iE". (5) 

Bildet man die zwei mittleren Gleichungen (4a) nach (2) in Z, 
so erhält man wegen (4) § 1 

E KZXK + iK'), iE"= — -^ — iK' Z'{K + iK'), (6) 

so dass zwischen den Periodicitätsmoduln 2E und 2iE" die 
Relation besteht 

EK'—E"K=^^, (7) 

und die Gleichung (2) übergeht in (Jacobi, W. I, S. 187) 

E{u) = Z{u) + 1«. (8) 

Legendre führt eine andere Grösse E' ein, die mit 2iE" einfach 
zusammenhangt, aber kein Periodicitätsmodul von E(u) ist. Setzt man 
nämlich (vgl. U § 5 Gl. (4)) 

F + r» = l und ÄV + *'V« = 1, (9) 

so ist die Legendre'sche Grösse E' definirt durch 

J 2V(x',t') J 2 VC«,*) ^ -T V y 

1 

Eliminirt man E" aus (7) und (10), so ergibt sich zwischen K^ iT 
und Ey E' die Legendre'sche Relation^) 

EK' + E'K — KK' = y . (11) 

Ferner erhält man eine Additionsformel für E{u) aus (8) und der 
Gleichung § 1 (6), nämlich 

E{u + «*q) = E{u) + E{u^ — fc* sn te sn Wo sn (w + «*o) (^2) 



1) Legendre, Traitd, T. I, Cap. 12. 
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und Verwandlungsformeln für ^(m) (Vermehrung von u um K, 
iE', ir+ iir').aas (7), (8) und den Gleichungen § 1 (7) 

Eiu ± K) = E(u) - ^:l^^ + E, 

(13) \E(u±iK') =E{u) + '-^^ ±iE", 

\E{u-\-K-{- iE') = E(u) — ^^ + iE" . 

Differenzirt mau (8) nach u und setzt u = 0, so folgt 

(14) E=K—KZ\0). 

Man kann hierin Z'((S) in zweierlei Weise ausdrücken. Differenzirt 
man Gl. (9) § 1 nach u und setzt w = 0, so erhält man 

(14a) f; = ür-?j'V-^ (« = 1,2,. .<x>). 

Trägt man dagegen Z'(0) = ©"(0) •' ®(0) ein und benutzt die Ent- 
wickelungen der Thetafunctionen § h (4), so erhalt man 

(\A.\.\ ^^ — ?" - 2*' g-4g^ + 9g«-16g^>+.. 

Die letzte Formel ist geeignet zur Berechnung von E\ aus E erhält 
man E" nach (7) und E' nach (11). 

2) Das Jacobi'sche Integral dritter Gattung n{u^u^ mit 
den logarithmischen XJnstetigkeitspunkten -\- u^ und — w^, 
nämKch (Jacobi, W. I, S. 197) 

X u 

(15) i7(w,Mo)=ife*yA / , =Ä;^sntioCnuQdntio / :; — rT—j-—r~ 



wird durch Thetafunctionen dargestellt^ indem man die Function imter 
dem Integralzeichen nach (12) § 1 durch die Function Zj^(u) ausdrückt. 
Dies ist bereits geschehen in der zweiten Gleichung (5) § 1 (die sich 
aus (5) § k durch logarithmisches DiflFerenziren nach Uq ergab), nämlich 

i^k'xx, TTF^ri^^^il^o Z{u — Wo) - Z(u + i«o) + 2Z{u^). 

Durch Multiplication mit du imd Integration erhält man die Dar- 
stellung von i7(M, Wq) durch Thetafunctionen (Jacobi, W, I, 
S. 198 and 207) 

(16) i7(u, Uo) = \ log §1^ + uZ{u,), 

Wir stellen wieder kurz einige Eigenschaften von n{u^u^ 
zusammen. 
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1) Vertauschung von Parameter u und Argument Uq. Durch 
Vertauschung von u mit Uq folgt unmittelbar aus (16) die Gleichung 
(Jacobi, W. I, S. 199) 

n{u, Mo) — mZK) = iI(Mo, u) — u^Z(u). (17) 

2) Fundamentalwerthe von n(u, Uq). Aus (16) folgt mit Rück- 
sicht auf die Fundamentalwerthe von Z(u) (4) § 1 und die Verwand- 
lungsformeln der Function @(u) (12 — 14) § h 

n{u,K) = 0, n{u,K+iK') = 0, (18) 

n{K,u,)^KZ{u,\ n{K+iK\u,) = {K+iK')Z{u,) + '-^, (19) 

n{iK\ uo) = iK'Z{u,) + if3». + 1 i^^ (20) 

3) Die halben Periodicitätsmoduln von i7(M, Mq) sind 
nach (19) 

KZ{u,) und iK'Z{u,) + '-^-^ (21) 

Hieraus kann man leicht die periodischen Eigenschaften von i7(w, u^) 
ableiten. 

4) Additionsformel von n{UyU^, Aus (16) folgt unmittelbar 
(Jacobi, W. I, S. 207) 

i7(t.+t>,Uo)--?7(»,«o)--??(t^,»o) = T^»g 4+t>+i«lU(«-u:)e(.-u:) - (22) 

Der rechten Seite kann man noch verschiedene Formen geben, u. A. 

die Form 

JL loff ^ + ^'* SP ^ BP »^ aimp sn ( fi + 1; -f Uq) ^22 x 

2 ^1 — ^* sn 14 sn r 8n t*o an (u + 17 — u^,) ^ ^ 

5) Darstellung voni7(u,MQ) durch trigonometrische Reihen. 
Indem man in (16) die Thetafunctionen nach Gl. (3) § h durch 

unendliche Producte ersetzt und die Logarithmen der einzelnen Factoren 
entwickelt, erhält man (n = 1, 2, • • oo) (Jacobi, W. I, S. 197) 

n{u, «o) = «Z(«,) - 2^';;^^ «in ~ sin^^« . (23) 
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Zusätze znm vierten Absclmitt. 

§ n. Beduotion des TransformationBprobleins. 

[Zusätze zum vierten Abschnitt § 15.] 

Wir geben noch einige Ausführungen zur Reduction des 
Transformationsproblems (IV § 15 Gl. (5), (6) und (7)): 



X ^ 



(1) f^^^Mf 



= u. 





Die Möglichkeit einer algebraischen Transformation oder die 
Existenz einer algebraischen Gleichung zwischen den beiden zu- 
gehörigen doppelt periodischen Functionen 

(la) x = f{u,oci,x^) und i = (p(u^ X^, l^) 

war an die Bedingungen geknüpft 

(2) rx^ = aXi -\- hX^y 8x^=7= cX^ -{- dX^, ad—^hc = ny 

wo a, 6, c, d, n ganze Zahlen sind. Die Gleichungen (2) zwischen 
den Perioden vorausgesetzt, besteht zwischen den Functionen (1) eine 
algebraische Gleichung G(Xy |) = 0, in a; vom Grade n, in | vom 
Grade rs. Nun galt der Satz: 

Die algebraische Transformation lässt sich zurückführen auf 
rationale Transformationen, d. h. auf den Fall, in dem eine der 
beiden Functionen sich rational durch die andere ausdrückt. 

Man kann dies auch so zeigen. Bildet man eine dritte Func- 
tion ^ = ^(w, f^i, f^s) mit den Perioden fti=rxi, fi2 = 5X2, so hat man 
zwischen x und t eine Gleichung von der Form x = R{t), wo Tt{t) 
eine rationale Function in t vom Grade rs ist. Zwischen den Perioden 
(^1 j ^) <^®r Function 5 und den Perioden (/t^ , ft^) der Function t be- 
stehen jetzt nach (2) die Relationen 

(3) /*! = aAi -|- bX^j ^2 = cX^ + dL^, ad — bc = n. 

Daher hat man zwischen 5 und t eine Gleichung von der Form 
5 = P{t)y wo P(t) eine rationale Function in t vom Grade n ist. 
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Kann man die beiden Gleichungen x = B{t) und | = P(t) bilden, so 
fährt die Elimination von t auf die frühere Gleichung G(Xfi) = 0. 
Man sieht daraus, dass dies keine allgemeine Gleichung zwischen x 
und I von den oben angegebenen Gradzahlen ist, sondern eine Glei- 
chung von der speciellen Beschaffenheit, dass sich x und | als rationale 
Functionen desselben Parameters t darstellen. 

Man nennt die vier ganzen Zahlen a, b, c, d in (3) die Coef- 
ficienten^ ihre Determinante n den Grad der rationalen Trans- 
formation zwischen S und t] ist n = l, so heisst die Transformation 
eine lineare. 

Es ist wichtig zu zeigen, dass der Grad n stets eine posi- 
tive ganze Zahl ist. 

Denn die Perioden (A^ , A^) von | und die Perioden (/tj , ft^) von t 
sind die Periodicitätsmoduln je eines Integrals erster Gattung. Zerlegt 
man diese Moduln in ihre reellen und imaginären Theile, indem man 
Ai=! A/-|- iA/', ^2 = Ag'-l-iV'sö^zt, so müssen dieWerthe A/Aj" — W 
und ftiVa' — 1^2 Ih' gleichzeitig positiv sein (nach C §g (1)). Aus (3) 
aber erhält man 

/^iVä"— f*2>i"= (ö^ — ^c) (V^"— V^'O; (4) 

folglich ist ad — hc = n positiv. 

Die Gleichung (4) hat eine einfache geometrische Bedeutung. Da 
nämlich der Inhalt des Parallelogramms, gebildet aus den Punkten 0, 

Ai = V -f a/', .1, = V + »V, h + ^-(h'+ ^') + »XV + V) 

gleich Aj'Aj" — V^i' ^^*; ^^ ^^^ ^^^ ^®^ Satz: 

Das Periodenparallelogramm (^ , ft^) der Function t ist n mal so 
gross wie das Periodenparallelogramm (A^ , A^) der Function g. 

Man kann nun die rationale Transformation noch weiter verein- 
fachen; zunächst gilt der Satz: 

Zwei rationale Transformationen von den Graden n und 
n^ setzen sich zusammen zu einer rationalen Transformation 
vom Grade n^ = nn^. 

Umgekehrt, eine rationale Transformation vom Grade 
n2 = nni lässt sich stets in zwei rationale Transformationen 
von den Graden n und n, zerlegen. 

So lässt sich z. B. eine rationale Transformation von paarem 
Grade zerlegen in Transformationen vom Grade 2 und solche von un- 
paarem Grade. 

Es ist zu zeigen, dass man eine rationale Transformation vom 
Grade Wg = n«^ erhalt, wenn man zwei rationale Transformationen von 
den Graden n und n^ nach einander ausführt. Dies ist nach dem 



122 



Abschnitt D. 



Obigen algebraisch leicht einzusehen. Man kann indess auch lediglich 
mit den Determinanten der Transformationscoefficienten, den ,^Trans- 
formationsdeterminanten", operiren. Es sei 

(5) Vi = «1^1 +61,02, ^2 = ^1^1 + ^1/^ aidj — 6iCi = ni 
und es folge durch Zusammensetzimg von (3) und (5) 

(6) Vi = GgAi + ft^Ag, V2 = ^^1 + ^2^2? ^^ — h^ = ♦•2 • 

Trägt man die Werthe (3) und (6) in (5) ein, so erhält man die 
Relationen 

(7) ttg = aa^ + cbi , 62 = ^^i + ^^1 » Cg = aCi + crfi , (^ = ftq + ddi . 
Setzt man 



(8) 



z/ = 



a h 
c d 



z/,= 



«1 &i 



^2 = 



«I &1 



SO kann man sagen: Die Elemente der zusammengesetzten Determinante 
J^ werden erhalten, indem man die Verticalreihen von z/ mit den 
Horizontalreihen von /d^ multiplicirt. Man kann diesen Process kurz 
durch die Gleichung jd^ = J^^ andeuten (wobei zZ-^j im Allgemeinen 
von J^jd verschieden ist). Diese Gleichung ist aber nichts anderes 
als «2 = nw^. 

Man kann auch die in IV § 15 angegebene Reduction der 
algebraischen Transformation auf rationale Transformationen leicht an 
den zugehörigen Transformationsdeterminanten verfolgen. 

Nennt man den Uebergang von Xj, x, zu Aj = --, A^ == x, die erste 

Haupttransformation (Division der ersten Periode), den uebergang 

von XjjXj zu Ai=Xi, Aj = — die zweite Haupttransformation 

(Division der zweiten Periode) n*®" Grades, so kann man das in IV 
§15 gefundene Resultat auch so aussprechen: 

Eine allgemeine r-ationale Transformation n**** Grades von 
der Form (3) lässt sich durch Zusammensetzung mit linearen 
Transformationen (von der Determinante + 1) zurückführen 
auf die beiden Haupttransformationen n*®° Grades. 

Da nach der obigen Regel über die Zusammensetzung der Trans- 
formationsdeterminanten die Beziehung besteht 



(9) 



n 
1 



— 1 

1 



U 

I 

iO n 



1 
— 10 



SO hat man den Zusatz: 

Die eine Haupttransformation n^*^ Grades lässt sich mittels 
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linearer Transformationen auf die andere Haupttransforma- 
tion n^^ Grades zurückführen. 

Wir gehen noch etwas näher auf die lineare Transformation*) 
ein. Setzt man 



Aj = ax^ -|- ß^y Ag = yyc^ + 8x^, J = 



y d 



= + 1, (10) 



so gibt die Auflösung dieser Gleichungen nach x^; x^ 
Xj ==dAi — /SAj, X2 = — yAi + aAg, z/-* = 



— y 



a 



= + 1. (11) 



Man nennt (11) die inverse Transformation von (10) und die 
Determinante ^~^ die Inverse von z/. Es gilt nun der Satz: 

Die allgemeine lineare Transformation von der Deter- 
minante ^ = -f-1 lässt sich aus gewissen fundamentalen Trans- 
formationen S^y S^, ' ', Sm zusammensetzen. 

Diese fundamentalen Transformationen S sollen dadurch definirt 
sein, dass sowohl in den S wie in den inversen Transformationen S-' 
die Coefficienten nur aus den Elementen und + 1 bestehen. Es ist 
nachzuweisen, dass 

j = SiSi .. Sm oder js7^s;^!li •• sr^sr^ = i, 

so dass die Aufgabe darauf hinauskommt, die gegebene Transformation 
^ durch Zusammensetzung mit fundamentalen Transformationen der 
angegebenen Art auf die Identität 1 zurückzuführen. Hierzu genügt 
es, mit den folgenden zwei fundamentalen Transformationen 



S = 



1 

1 1 



und T = 



1 

— 10 



(12) 



ZU operiren. Aus (12) erhält man, wenn U=T~^ST gesetzt wird, nach 
der oben gegebenen Regel die weiteren linearen Transformationen 



ü 



1 — 1 

1 



U-' = 



1 1 

1 



S-i = 



1 

-1 1 



T^ = 



— 1 
—1 



Man kann also auch folgende drei aus (12) sich ergebenden linearen 
Transformationen anwenden 



^: 



ü 



±1 1 



T = 



1 ±1 







T = 



— 1 
— 1 



(13) 



1) Die lineare Transformation führt das Periodenparallelogramm (x^ , x,) der 
f«- Ebene in ein anderes (X^ , X,) von gleicher Grösse über. Dem entspricht in der 
zugehörigen zweiblättrigen Fläche eine Verlegung der Querschnitte a und 6, die 
sich leicht verfolgen lässt. 
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1 




"ß 




a±^^ 


+ 10 


• 


1 * 




Y±6 6 


1 ±1 




«p 




a ^ + a 


1 


• 


y d 




y y±* 



SO aus jd die Determinante J^ = 



in der folglich «^ = ^ i = + 1 



z^i die Determinante -^^ = 



Oelten die oberen Zeichen ^ so 



Ist nun J = tt8 — /3y = -|-l eine beliebige lineare Transformation, so 
erhält man 



T^z/ 



d. h. man kann in ^ die zweite Yerticalreihe zur ersten addiren oder 

von ihr subtrahiren, 
und man kann in z^ die erste Yerticalreihe zur zweiten addiren oder 

von ihr subtrahiren. 

Durch abwechselnde Anwendung von T^ und T^ auf ^ kann man 
offenbar die an Stelle von ß tretende Zahl = machen; man erhält 

a, 
71 *i 

sein muss. Durch abermalige wiederholte Anwendung von 2^ auf z/^ 

wird auch die an Stelle von y^ tretende Zahl = 0; man erhält so aus 

±1 

±1 

ist dies bereits die Identität 1 ; gelten die unteren Zeichen, so hat man 
noch einmal die Transformation T^ auf ^^ anzuwenden, um die Iden- 
tität 1 zu erhalten (q. e. d.). 

Ueberblickt man die Reductionen, die sich mit dem Transfor- 
mationsproblem der elliptischen Functionen vornehmen lassen, so zeigt 
sich, dass man zuerst die algebraische Transformation auf die ratio- 
nale Transformation zurückführen kann, dass man weiter die rationale 
Transformation von beliebigem Grade in solche vom Grade 2 und 
von unpaarem Grade zerlegen kann, dass man femer mittels linearer 
Transformation jede rationale Transformation vom Grade n auf eine 
der beiden Haupttransformationen vom Grade n reduciren kann, 
dass man endlich jede lineare Transformation aus zwei fundamen- 
talen linearen Transformationen zusammensetzen kann. Die analy- 
tische Lösung des Transformationsproblems erfordert demnach die 
Erledigung der beiden fundamentalen linearen Transformationen und 
die einer der Haupttransformationen vom Grade 2 und von unpaarem 
Grade. Die letzte Aufgabe ist von Riemann in IV § 16 behandelt« 
Wir geben daher nach demselben Verfahren zur Ergänzung im folgen- 
den Paragraphen noch die Lösung der beiden ersten Aufgaben, 
die lineare Transformation und die Transformation zweiten 
Grades und am Schlüsse einen Zusatz zu der Transformation 
^teii Grades. 
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§ p. Analytische Ausführung der Transformationen ersten 

und zweiten Grades. 

[Zusätze zum vierten Abschnitt § 16.] 

Wir geben zuerst (vgl. §n) die analytische Ausführung der linearen 
Transformation der elliptischen Functionen. Die Aufgabe be- 
steht nach IV § 15 (5) oder IV § 16 (1) darin, durch eine bilineare 
Gleichung zwischen x und 5 die Transformation zu bewirken 

f^^^Mf-ß^ = u. (1) 



Die Umkehrungsfiinctionen x und 5 sind doppelt periodische Func- 
tionen von u bez. mit den Perioden (x^ , Xg) und (A^ , Ag). Damit x und g 
bilinear verbunden sind, ist . nothwendig und hinreichend (vgl. § n 
Gl. (10)), dass 

Ai = aXi -1-/3x2, ^ = y^i + *^; ^ = a* — /3y=+l (2) 

Wir benutzen die Gleichungen (2 — 6) in IV § 16. Definirt man K, 
iK\ Lj iL durch die dortigen Integrale (2, 3), so ist 

Xi = 2JS:, xj = 2iir', Ai = 2LJtf, k^ = 2iVM. (3) 

Die Umkehrungsfiinctionen x und g und ihre Periodicitätsgleichungen 
sind alsdann 

ir = sn«(w,i) = sn«(ti + 2JS:, A) = sd?{u + 2iK\lc) 
6 = sn^(^,A)=sn^(J + 2L,A) = sn^(J + 2ir,A) 
und die Fundamentalwertiie dieser Functionen sind nach U § 7 Fig. 10 
sn(0,*)=0, 8n(JS:,A;)=l, m{K+iK',h)=\, sn (iJT',*) =oo| 

sn(0,A)=0, sn(L,A) = l, 8n(L+iL',A)= -.- , sn(iL',A) = <X)J 

Nun wurde in § n gezeigt, dass sich die unendlich vielen linearen 
Transformationen zurückführen lassen auf die beiden fundamentalen 
Transformationen 



(4) 



S = 



1 

1 1 



und r = 



1 

— 10 



(6) 



Diese beiden Transformationen sollen analytisch durchgeführt 
werden. 

Erste fundamentale Transformation S. 

X hat die Perioden ii^ = 2K und Xg = 2iÄ'' | 

6 ,; „ „ A,=x, = 22r „ A,=x, + x,=22i:+2/iirT (') 
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Daher ist ^: x eine gerade Function von u mit den Perioden 2K und 
2iK\ also rational darstellbar durch x, wobei die 0^ und <x>^ Punkte 

von y^ und )/| in der «-Ebene in Betracht kommen, welche (mod. 2K, 
2iK') verschieden sind. Diese Punkte sind in Tabelle S (unten) ent- 
halten. Demnach ist 

I : X gleich 0^ in u = iK' und gleich oo^ in w = £"+ iK'] 

man hat also 

{9i\ ^ — ^ S _ ^ 

da für w = 0, a; = 0, g = 0: C^=l wird. 

M und A bestimmen sich durch Einführung specieller Werthe von 
u in (4) und (8), wobei die Werthe (3) und (5) zu berücksichtigen sind. 

Für w = *2 =K wird 50^ = 23?'^^' ^^^ a: = l, | = 1 und 
folglich 

(9) J»f = ,-zW. = ,' 



1 1 



k' 



Für w = — ^-+— • = 2ii:-hiiir' wird ^ = ^1^« = i + f//; also 
a* = 00 ; I = TT ^°^ folglich 

(10) xh = (i^k*x)=^^ °^«»- ^ = 

Resultat: 

(11) 5= CT.- 

Zweite fundamentale Transformation T. 

X hat die Perioden x^ = 2JSr und Xg = 2?ir', 

i w ;; j? Ai = x2 = 2ii:' „ ^2 = — -^i = — 2ä:. 

Hier gilt die Tabelle T (unten), demnach wird % : x gleich 0* 
in M = %K' und gleich 00* in m = — K. Daher ist 



(12) 



^^ a; 1 — X 1 — x^ 

da für ti = 0, rc = 0, | = 0: 0^=1 wird. 

Zur Bestimmung von M und A setze man erstens: 

u = ^* = iK\ also -^ = -^ = L; a' = oc; g = 1; 
folglich 

(14) M - (pfe)^- f 
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und zweitens 

u=^^-^^ = iK-K, also -^ = '-^^=L + iL'; 



2M 



_ 1 , fc 



l_ 



folglich 



k^ k} 

3^ = 3pf oder A = /:'. 



Resultat: 



X 



Tabelle S, Tabelle T. 



(15) 



(16) 






iK' 


n 


0' 





(X)l 


JT + iK' 






iK' 


Vi 


0' 





oo» 


RT 



Stellt man die Resultate zusammen und führt die Functionen (4) ein, 
so erhält man als Gleichungen der linearen Transformationen 
S und T (Jacobi, W. I, S. 126) 

ik\ ysn{u,k) 



sn(i'u,^)= ^^(^^^.^ , 
cn(Ä;'ti4.^)=^^(^'^') 
dn(Ä;'ti,*-^) = 



sn (iu, A') = 



i sn {u , k) 
cn (u^k) 



dn(M,it)' 

1 
dn(M7^^ 



cn (iUy k') = — , — j7 



C") 



Dass in diesen Gleichungen die Vorzeichen richtig sind, ergibt sich 
aus der Uebereinstimmung der Anfangsglieder, wenn man beide Seiten 
nach Potenzen von u entwickelt mit Hülfe der Reihen B § e Gl. (4)). 

Die erste Hälfte der Gleichungen (17) verwandelt elliptische 
Functionen mit imaginärem Modul in solche mit reellem Modul, 
die zweite Hälfte Fimctionen mit imaginärem Argument in solche 
mit reellem Argument. 

Die Gleichungen (17) sind identisch mit den Gleichungen 
B § d (17) und (20), die früher auf anderem Wege abgeleitet wurden. 

Wir wenden uns zur analytischen Durchführung der Transfor- 
mation zweiten Grades. Die Aufgabe besteht darin, die Trans- 
formation (1) zu bewirken durch eine Gleichung zwischen x und g, 
die in S vom ersten, in x vom zweiten Grade ist. Mittels der linearen 
Transformation kommt diese Aufgabe auf die zwei Haupttransforma- 
tionen zweiten Grades zurück; wir geben kurz die analytische Dar- 
stellung derselben. 
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Erste Haupttransformation zweiten Grades (Landen 1775) 
(Division der ersten Periode durch 2). 

X hat die Perioden 2K, 2iK':, g die Perioden K, 2iK\ 

Hier ist )/| : y(Xj k) eine gerade Function von u mit den Perioden 
2K, 2iK\ also rational darstellbar durch x (vgl. IV § 16 61. (9—11)). 
Die (mod 2K, 2iK) verschiedenen 0^ und <x>^ Punkte der Functionen 

]/(a;, A:) und )/§ sind enthalten in Tabelle I (unten). Nach derselben 

ist y\ : ]/(x, k) gleich 0* in u = iK'] gleich oo* in u= K -j- iK\ 
Daher hat man 

Mj/l C fi 1__ 



da für w = 0: 0^ = 1, Die Grössen M und X ergeben sich wieder 
durch Einführung specieller Werthe von m, am einfachsten von Viertels- 
perioden. Mittels der Gleichungen B § f (!>) findet man für 

und damit 

M = 



l + k"> 



und für w = ~ + iK': Vi = 4-; V^ = ^^t^' "^^^ ^^^^ 



Ä = 



X ^ ^ '^ k 

k* 1 — k' 



{1 + ky i + k' 

Resultat: 

P3) Vi - a±^^' 

oder 

(18a) sn|_tt(l + h ), -j-:ppj = ^^ 

Da A < Ä; ist^ so wird der Modul durch die Landen'sche Transformation 
verkleinert. 

Zweite Haupttransformation zweiten Grades (Gauss 1818) 
(Division der zweiten Periode durch 2). 

X hat die Perioden 2Ky 2iK''^ | die Perioden 2ir, iK\ 

Hier ist y\ : ^x eine gerade Function von u mit den Perioden 
2K^ 2iK\ also rational darstellbar in x. Die 0^ und oo^ Punkte von 

Yx imd yi sind enthalten in Tabelle H (unten). Daher ist (mit 
Rücksicht auf B § f (3)) 

mYI ^ C ^ fi ^ 1 

i/Z , •/»Ä"\ l + k8n*u 1 + kx' 

y^ sn'u — sn*!-— j ' ' 
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Für M = i: ist yg = 1 , >^ = 1, also 

1 



M = 



l + k 



Für w = J£:+ ^ ist yg = ^; }/^ = -1, also 



Resultat: 



^-T+k' 



^^~ 1 + kx 



oder 



sn 



[«a+*),f^] = m^- 



(19) 



(19a) 



Tabelle I. 



Tabelle H. 





Yix, k) 


n 


0» 


0, K,K+ iK' 


0, K 


(X)l 


iK', iK', iK' 


iK', K + iK' 





Yx 



iK' 


n 


0» 


0, iK' 


ooi 


+ liK',-:!^iK' 



Wir geben endlich an dieser Stelle noch eine Ergänzung der 
Formel für die rationale Transformation n**° Grades (Erste 
Haupttransformation), die in IV § 16 hergeleitet wurde. In ähnlicher 
Weise, wie die dortige Gleichung (14), erhält man die drei coordi- 

nirten Darstellungen (w = l,2, • •, T" J (Jacobi, W. I, S. 102): 



MVl _ 



3f sn 



(»•') 



m 



yx 




sn(u 


.*) 


yi- 
yi- 


1 

•X 


cn (tt , 








dn (u, 




yi- 
1/1- 


■ k'x 



TT" 1 — sn* u : sn* Ä, 

LI 1 — x*8n*usn*Äi 



m 



n l — Bn*w;8n«(Jg'—^) 
1 — jfc* sn* w sn* ßi 



m 



l-_A;*sn*vsn*(Ä'— Äi) 



n l^A;*sn«usn*(Jr— 
1 — ÄJ* sn* V sn* Äj 



(20) 



Es bleiben noch die Grössen X und M als Functionen von jb 
zu bestimmen. Hierzu setze man in der dritten Gleichung u = K, 
in der ersten Gleichung u^= K und m = JST + üT' und beachte, dass 

(wenn zur Abkürzung = v gesetzt wird): 

Biemann*« Vorlesgn. ttb. oUipt. Fnnct. 9 
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i[n{K,Ji) = k', an{K,k) = l, sa(K -\- iK',}c) = ^, 



also 
K 



dn (^, a) 









nM 
2K 



= ^(Ä'^) = ^'' 



''^) =«°[^ri^ + ;äf''^] 



/K+iE' ,\ r 2X , ä: , »JS:' ,-| . .s, / «■ . »Ä- ,\ (-1)" 



Man erhält nun, wenn man die Verwandlungsformeln B § f (2) be- 
nutzt, erstens 



dn 



(i.") 



dn (K, k) 



~k'~LL 1 — ik»8n«üi ~/Idn*Ä 



Ä, 



oder 

(21) 
zweitens 



/Jdn*Ä.=(^')" 



r ' 



3f an 



(5.") 



8n (Ä', Ä-) 

oder 



-(-i).j.f-nj^iv-(-i)'i7is^^ 



a. 



3f sn 



(22) 
drittens 



Jtf Tlsn^ Äi dn« Ä, = (— !)•' Tlcn» Ä, ; 



8n(^+»Ä:',Ä:) 
oder 



-(-•)-'-?-nT^S^-(-')'Z7: 



.2 



dn^Äi 



.2i'_.2 



Ä;**'8n'ßi cn^üj 



(23) J»f TZsn« Ä, cn« ß, = (— l)Ui-« ildn« Sl^. 

Aus (21), (22), (23) folgt (Jacobi, W. I, S. 102) 



(24) 



Yl sn» Äi 



(-1) 



n — 1 
S 



3f 



l/A l/I=7T?^!^t 



17«-^ =1/1, 

/7<in-ß,_>^", 



v?"-n 



dn« Äj , 

«— 1 



^ ^ ^>' 11 sn'Äjdn'Äj' 

womit A, A' und Jtf durch A* dargestellt sind. 
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§ q. Analytische Ausführung der ganszahligen Multiplication 

der elliptischen Functionen. 

[Zusätze zum vierten Abschnitt § 17.] 

Die in lY § 17 kurz erwähnte ganzzahlige Multiplication 
der elliptischen Functionen soll hier etwas näher erörtert werden. 
Sie besteht in der Aufgabe, die Function 

g = sn*(wtt, Ä) mit den Perioden — , — — (1) 

rational darzustellen durch die Function 

a: = sn^(w, A:) mit den Perioden 2K,2iK\ (2) 

Man sieht sogleich, dass diese Aufgabe in enger Beziehung steht zu 
den Haupttransformationen n**^ Grades; es gilt der Satz: 

Die ganzzahlige Multiplication der elliptischen Func- 
tionen mit der Zahl n wird erhalten, indem man die beiden 
Haupttransformationen n^" Grades nach einander ausführt. 

Der Beweis ergibt sich aus den Gleichungen IV § 16 (1 — 7). 
Geht nämlich die Function (2) durch die erste Haupttransformation 
über in die Function 

y = sn* (-^, Aj mit den Perioden 2LM^, 2iL'M^^ (3) 

und diese durch die zweite Haupttransformation in die Function 

z = sn^ VW^yA ^^^ ^^^ Perioden 2MM^, 2iM'M^, (4) 
so hat man 

K=nM,^ K'^M^L und L = M^M', L = nM^M\ (5) 

Ist nun der Modul fi = Tc, so ist auch M = K, M* = K' und 
es folgt aus (5): nM^M^ = \''^ daher ist die Function (4) identisch 
mit (1) (q. e. d.). 

Da y (3) eine rationale Function in x vom Grade n und z (4) 
eine rationale Function in y vom Grade n ist, so drückt sich z (1) als 
rationale Function in x vom Grade n^ aus. 

Die analytische Darstellung der ganzzahligen Multipli- 
cation gewinnt man schneller als durch zwei auf einander folgende 
Haupttransformationen direct durch das in lY § 16 angewandte geo- 
metrische Verfahren. Wir können uns kurz fassen. Wie a. a. 0. zeigt 
man, dass 

wenn n ungerade, die Ausdrücke ^, , TL ., — (6) 

® ' yS^ }/l-rr' }/l-^«x ^ ^ 

erstens gerade Functionen von u sind und zweitens die Perioden 
2K und 2iK' besitzen, dass sie sich also rational durch x allein dar- 

9* 
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stellen lassen. Femer hat man für die 0^ und oo^ Punkte der Func- 
tionen Yx, Yz und ihrer Cofunctionen dieselbe Tabelle wie IV § 16 (12) 
mit dem Unterschied, dass an Stelle von St^ die Grösse tritt 

(7)'^ = -^ y ^0 wi,m =0, + l, + 2, .., +-y~. 

Hiernach erhält man für die erste der Functionen (6) die Darstellung 

yz sn (nu) p TTT sn' u — an* A ^ T~W 1 — an* u i an* il 

nYx ~ »Tanltiö Li an't* — an'CtX'+Ä) ~^^ll 1 — Äj'an'uan'Ä' 

M — 1 

WO das Product auszudehnen ist über alle Werthe m = 0, 1, • •, — ^ — ; 
ni' = 0, + 1, • *, i — ö — mit der Baschränkung, dass für m = nur 

die positiven Werthe 1, 2, • •, — - — von w' zu nehmen sind. Die Con- 

stante C^ ist =1, wie die Substitution w = zeigt. 

In ähnlicher Weise ergeben sich die Formeln für die zwei anderen 
Functionen (6). Man erhält so die drei Gleichungen (Jacobi, W. I, 

S. 121): 

(8n(nt*) TT" 1 — an'wtan'Ä 

iü)~ lllT- 



(8) 



n sn (u) X X 1 — k* an* u an* Sl ' 

cn (nu) Y~r i — an * ^ : sn* (g — a) 

cn (w) XX 1 — k* an* ti an* A ' 

dn(nti) inr i — fe*an*uan*(JK:— i^) 



dn (u) XX 1 — Ä;* an* u an* i2 ' 

WO die Producte über m, m' in der angegebenen Weise auszudehnen sind. 
Man erhält aus (8) weitere Formeln, indem man u besondere 
Werthe gibt. Wir setzen in der dritten Gleichung u = K und in der 
ersten Gleichung u^=K und u = K'\-iK\ Berücksichtigt man, dass 
bei ungeradem n nach den Periodicitätsgleichungen B § e (6) und den 
Verwandlungsformeln B § f (2) 

dn(ü:) =¥, sn(K) =1, m{K+iK') =-i, 

n — l n — \ 

da{nK) = Jc\ sn(n^ = (— 1) » , sn[n{K+iK')] = (—l)~^' ^ 

und sn*(Ä"— Ä) = cn*ß:dn^Ä ist, femer dass die Zahl der Factoren 
in den Zählern und Nennern der Producte =^(n^ — 1) ist, so erhält 
man die Gleichungen (Jacobi, W. I, S. 121) 

üdn* Ä = (fc')«*-S ilsn^a = (—if^nk^, 

(9) jw77cn2a = (— l)~^i7sn2Ädn«a, i7cn»Ä=(y) ' 

«—1 «'—1 



In 77du« ß = (— 1) « Ä;-'-i77sn»Äcn*Ä, /Zdn»Ä = (*') » , 
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Wir fügen noch folgende Bemerkungen hinzu. Die drei Func- 
tionen (6) oder (8) sind von der Form 

y^— A{xy yrzi^ Ä{x)^ yv^k'x M^) ' ^"'''^ 

wobei Ay A^, A^y A^ ganze rationale Functionen vom Grade — - — 

in X sind. Man zeigt durch Recursionsformeln, indem man von w auf 
2w übergeht, dass A, A^, A^y A^ auch ganze rationale Functionen in 
k^ sind, und dass die Zahlencoefßcienten ganze Zahlen sind. 

Für den Fall, dass n gerade ist, gelten ähnliche Darstellungen wie 
(8), die wir nicht ausführen, weil man diesen Fall durch Anwendung 
der Multiplication mit 2, die sich leicht aus dem Additionstheorem der 
elliptischen Functionen ergibt, aus dem ersten Fall ableiten kann. Wir 
bemerken nur, man erhält Ausdrücke von der Form 

y(.x,k) -BC«) ' "^ B{x)' '^ B(x)' ^ '' 

worin B, -Bg, B^ vom Grade — in a?, dagegen B^ vom Grade — r — 

in X ist. Auch hier siyd die Coefficienten rationale Functionen von Ä* 
mit ganzzahligen Coefficienten. 



Abschnitt E. 
Die Theorie von Weierstrass. 

§ r. Einführung der Weierstrajsis^sohen Functionen pn^ gu, <nt. 

Es sollen noch kurz die wichtigsten Functionen besprochen 
werden, die Weierstrass in die Theorie der elliptischen Func- 
tionen eingeführt hat; es sind dies die Functionen ^^(u), g(u), <y(u), 
welche etwa an Stelle der Jacobi'schen Functionen sn (t*), ^i(w), ^^(u) 
treten. Wir leiten zunächst die Haupteigenschaften der drei Func- 
tionen pu, gu, öM auf einem Wege ab, der dem bisherigen genau ent- 
spricht^), wobei auch die Analogie zwischen den Weierstrass'schen und 
den Jacobi'schen Formeln deutlich hervortritt. * 

Die der Theorie von Weierstrass zu Grunde liegende Normal- 
form lautet 

(1) i?» = ^(S) = 4r-^,|-i7» = 4|-ei.|-e,.|-e„ 

WO ^2;fl's beliebig reelle oder complexe Grössen sind und 

(2) e, + e, + e, = 

ist. Zu (1) gehört das Integral erster Gattung 

Die erste Weierstrass*sche Function ist die Umkehrungs- 
function 

(4) I = p(n). 

Es besteht nach (1) und (3) für pu die Differentialgleichung 

(W.-S., S. 12) 

(5) (v/n)2 = 4(^.)hi — <72i'^u ~ (/^ = 4 • j.;u — e^ • ^^u — e. • ^.yu — e^ 

1) Die fundamentale Bedeutung der Functionen ffu, tu, y>u tritt noch mehr 
hervor, wenn man mit Weierstrass von ihren Darstellungen durch doppelt unend- 
liche Producte und Summen ausgehend, die ganze Theorie der elliptischen 
Functionen herleitet. Vgl. Weierstrass - Schwarz , Formeln und Lehrsätze zum 
Gebrauche der elliptischen Functionen. 1885. (Cit. W.-S.) 
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mit der Nebenbedingang pn = oo für u==0. Aus (5) folgt 

p'\n) = 6pH-y,, ^'"(u) = 12^u.^'u. (6) 

In der Umgebung von u = gilt die Entwickelung (W.-S., S. 10) 

^u = u-« + + |u^ + |u* + ... (7) 

Die Eigenschaften der Function | = ^u ergeben sich nun nach 
den Methoden von Abschnitt 11 (ge- 
nau wie früher die Eigenschaften 
der Function x = sn* u). Man con- 
struire die Verzweigungsfläche der 
zweiwerthigen Function iy (1), wähle 
die Verzweigungslinien (c, — e^ und 
e^ — oo) und lege die Querschnitte a, 6 wie in Fig. 22.^) Bezeichnet 
man die Periodicitätsmoduln des Integrals (3) an a und b mit 
20}^ und 2g)^ und setzt 

G>2 = ®l + ®3;^) 

so findet man wie in I § 5 

0)^= I dVi= f dVL, (»3 = / du = / rfu 
oder 




Fig. 23. 



(8) 



(9) 



du = Ol , / du = «2 , 1 du = (03 , 



(10) 



00 



00 



00 



(11) 



wo die oberen und unteren Grenzen sich auf | beziehen. 

Hieraus folgt (vgl. I § 8): ^u und p'n sind doppelt perio- 
dische Functionen von u mit den Perioden 2(Di und 2073; man hat 
die Periodicitätsgleichungen: ^ 

P W = F (^ + 2g>i) = F (^ + 20^2) = F (^ + 20^3) 
^^(U) = pXu + 20,) = ^'(U + '2a),) = ^'(U + 20,3)] 
und die Fundamentalwerthe (W.-S., S. 11 und 12) 

^0 = cx)2, (p(Oi = ei (i = l,2, 3) 
^'0 = 00», p'm = ( „ „ ) 

Ferner ist j^u eine gerade, ^'u eine ungerade Function von u 
oder es ist 

<p{-vi)='ip{yx), ^'(- u) = - ^'(«)- C13) 

1) Figur 22 bezieht sich auf den einfachsten Fall , in dem Cj , e, , c, reell 
sind und e, < e, < e^ < 00 angenommen ist. Man kann in diesem Falle, ebenso 
wie in der Jacobi'schen Theorie, auch leicht Tabellen und Figuren entwerfen, 
welche die Realitätsverhältnisse der Functionen ^'u, pu, £;u, o\x klar legen. 

2) W.-S. (S. 24) hat die Bezeichungen co^ =o); w, ==(a"; Wg =<»'. 



(12) 
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Die zweite Weierstrass'sche Function, die Zetafun'ction 
g(u), ist definirt durch die Gleichung (W.-S., S. 10) 

(U) ^» = -^" oder tu Jf,urfu = /'i|| 

mit der Nebenbedingung 

(14a) lim(gu — u-0 = 0. 

u=o 

Daher ist die Function gu eine ungerade Function von u oder 

(15) g(_U)==_g(u); 

femer gilt nach (7) in der Umgebung von u = die Entwicke- 
lung (W.-S., S. 10) 

(16) gu = U-' + _ |u» - jl^u« - • .. 

Wie bei Jacobi Z{u), so ist hier nach (14) die Function (;(u) ein 
elliptisches Integral zweiter Gattung mit dem algebraischen Un- 
stetigkeitspunkte 5 = cx), u = 0; sie ändert sich daher nur um Con- 
stanten 2% oder 2i]^ (die Periodicitätsmoduln des Integrals ^n), 
wenn u um 2oi oder 2(d^ wächst. Man hat daher die Werthe 



(17) 



Vi 



^((»1 + »!() — 5(o>3) = r 






v7(i)' 



% = 5l«l -h (^Z) — ^(.öj = / y== 



= g(a)i + 03) — g(G)i) = / ; 



Setzt man noch 

so erhält man für g(u) die Periodicitätsgleichungen (W.-S., S. 9) 

(19) g(u + 2ü,,) = 5(u) + 2,?, (t = l,2,3). 

Setzt man in (19) bez. u = — (o^, — ra^ , — <0g und berücksichtigt, 
dass g(u) eine ungerade Function ist, so erhält man die Fundamental- 
werthe (W.-S., S. 9) 

(20) S(0) = ocS g(«,) = i?, (i = l,2,3). 

Zwischen den Periodicitätsmoduln des Integrals erster Gattung (3) und 
zweiter Gattung (14) besteht die Relation 

(20a) Vi^3 — V3^i = Yy 

die der Legendre'schen Relation entspricht. (Beweis s. § t GL (22).) 
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Die dritte Weierstrass'sche Function, die Sigmafunction 
<y(u), ist definirt durch die Gleichung i) (W.-S., S. 9) 

mit der Nebenbedingung 6\0) = 1. Daher ist <y(u) eine ungerade 

Function von u oder 

6(—n) = — 6(vi) (22) 

und es gilt nach (16) die Entwickelung (W.-S., S. 6) 

^u = u + 0--^^u^-^u^-... (23) 

Aus (19) folgt <y(u + 2(Di) = Ce2'7i"<y(u); die Constante C bestimmt 
sich durch die Substitution U = — Oi, also aus der Gleichung C-e"^*?**"* 
= — 1 . Da Entsprechendes für Og und o)^ gilt, so erhält man für 
<y(u) die Periodicitätsgleichungen (W.-S., S. 22) 

^(u _|_ 2cj.) = - e'^'("+"')<y(u). (24) 



§ s. Analytisohe Darstellungen durch <^(u). Additionstheoreme. 

Yerwandlungsformeln. 

Wir verwenden nun nach Analogie mit Abschnitt C § k die 
Function <y(u) zu analytischen Darstellungen von doppelt perio- 
dischen Functionen. Eine rationale Function P(S, i^) der beiden 
durch die Gleichung (1) § r verbundenen Variabein |, iy ist stets auch 
eine doppelt periodische Fimction <P(u) von u mit den Perioden 2(o^ 
und 2(03 und umgekehrt. Man kann nun eine solche Function dar- 
stellen entweder aus ihren 0^ und oo^ Punkten oder aus ihren oo* 
Punkten und den zugehörigen Residuen. Wir betrachten nur die 

erste Aufgabe. Ist <P(u) von der w*®" Ordnung und sind Ui, • •, U,,» 
ihre 0^ Punkte, Ui, • •, u,» ihre oo^ Punkte, so muss zunächst nach 
I § 1 Gl. (9) zwischen diesen 2 m Punkten die Relation bestehen 

X, U? ^ ^ VLi (mod. 2 (D^ , 2 ojj). Man kann die Lage der 2 m (mod. 2 o^ , 2 013) 

incongruenten Punkte in der U-Ebene immer so wählen, dass diese Con- 
gruenz in eine Gleichung übergeht, dass also 

2'tt?=2'«/ (1) 

i t 

ist. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für P(^,rj)== *(u) die 
analytische Darstellung durch die Function 6(n) (W.-S., S. 15) 

1) Vgl. die analoge Jacobrsche Definition von G{u) durch Z(u) S. 112 
Anmerkg. 
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(2) P(g, ri) = *(U) = C 4-4^ ?-, 

wie aus den Periodicitätsgleichungen § r (24) folgt und aus dem Um- 
stand, dass <y(u — Ut) = 0^ far u = u, ist. C ist eine von u unab- 
hängige Gonstante. 

Wir wenden dies auf *(u) = ^U — pu^ an; da diese Function 
= cx)* für u = und == 0^ für u = + U^ und u = — iq , so ist die 
Gleichung (1) erfüllt und man hat die wichtige Formel (W.-S., S. 13) 

/^q^ /iit /^if r <^(" + Ui)g("-Mi) _ g(ü + u > )g(u — Ut) 
(d) ^u — ^iq = G ^^^ -,^-^^ , 

wenn man C durch Vertauschung von u mit U^ bestimmt. Aehnlich 
erhält man 

Setzt man in (3) Ui = (o,-, so erhält man 

tf(u+«,.)tf(u-a).) 



tf'flj.tf'U 



Dies gibt Anlass zur Einführung von drei weiteren Functionen 
6i(vi) neben <y(u), nämlich (W.-S., S. 21) 

€ 0(0).— u^ e <yro». + u^ 

(6) «.(«) hM = ir^^^^ (» = 1,2,3). 



öto. öa. 



Die Functionen (^^(u) sind gerade Functionen von U; für sie 
gelten ähnliche Entwickelungen und Periodicitätsgleichungen 
wie für 6(vi), Durch Einführung der Functionen (6) ergeben sich 
aus (5) und (4) die einfachen Darstellungen (W.-S., S. 21 und 22) 

/r,\ -i/ ^*^^^ ' rtfflUtf.Utf-U 

(7) y^tt_e, = ^, ^tt--2 ' ;.^' • . 

Aus der ersten dieser öleichungen und (6) erhält man (i, Ä; = 1, 2, 3) 

(W.-S., S. 24) 

und durch Combination dieser Gleichungen die Fundamentalwerthe 
ffx(cjfi) der vier Sigmafunctionen z. B. (W.-S., S. 25) 

(9) (r(co,) = r 



Wir leiten noch die Additionstheoreme für die drei Weier- 
strass'schen Functionen <yu, Ju, ^.?U her. Geht man aus von der 
Identität 

(U- U,) {U, - U,) + (U- U,) (U, - U,) + {U- U,) (U, - IT,) =. 
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und setzt darin 

so folgt nach (3) (W.-S., S. 47) 

<y(u + Ui) <y(u — Ui) 6{n^ + U3) <y(Uj — u») | 
+ <J(u + u,) <y(u — u,) <y(u3 + uO <y(u3 — u^) (10) 

+ <y(u + W3) <J(u — U3) <J(Ui + u,) <y(Ui — U3) = j 

d. i. eine Gleichung zwischen drei Producten von je vier Sigmafunc- 
tionen mit vier beliebigen Argumenten U; U^; U^; U3. Die Gleichung 
(10) stellt das allgemeine Additionstheorem der Sigmafunction 
dar; aus ihm erhält man durch Specialisirung von U; u^^ u^; U3 wei- 
tere wichtige Formeln. Aehnliche Additionstheoreme gelten für die 
drei Functionen <y»(u). /i^<j-Wi\— i-J 

Differenzirt man (3) nach u und u^; so erhält man 

g(u + uj + e(u - tto - 2gtt = ^^^, 

5(u + u,) - e(u - u,) - 2gtt, = ^=^ 

und hieraus (W.-S., S. 13) 

g(«±«x) = 5«±g«, + 4-^^- (11) 

Diese Gleichung, durch welche sich 5(u + uJ rational in fu, gu^, ^U, 
pu^, p'Vi, p\ darstellt, heisst das Additionstheorem der Func- 
tion g(u). 

Differenzirt man (11) abe]::iiHits nach u und u^, so folgt 

$>(u + ttj - ^u, = - Y ^(p„^/^P + T^lfcfe 
nnd hieraus, wegen p"n — p'\ = 6(^»u — J?»tti) § r (6) (W.-S., S. 14) 

F(« ± «i) + P^ + P^-i (75^)'- (12) 

Diese Gleichung, welche ^(u + ^i) rational durch ^U, ^U^, ^'u, ^'u^ 
darstellt, heisst das Additionstheorem der Function pvi. 

Aus den Additionstheoremen ergeben sich die folgenden Ver- 
wandlungsformeln für pn, gu, 6\X, Setzt man Ui = aii, also 
pVL, = ^1, p\ = 0, so folgt aus (12) (W.-S., S. 23) 
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und zwei ähnliche Formeln durch cyklische Vertauschung der Indices 
1, 2, 3; femer aus (11) 

(14) S(u ± fi>.) = m ± Vi + l ^^ (»• = 1, 2, 3). 

Endlich bestehen Verallgemeinerungen von (6), welche <y«(u + ^d 
durch andere Sigmafunctionen ausdrücken (W.-S., S. 26), 

In Gleichung (2) wurde eine doppelt periodische Function 
<P(u) = P(|, rj) aus ihren 0^ und oo* Punkten gebildet. Die zweite 
Aufgabe, eine solche Function aus den oo^ Punkten und Residuen 
darzustellen, übergehen wir, da die Lösung durch die Function g(u) 
und ihre Ableitungen sich kaum von der Losung derselben Aufgabe 
durch die Jacobi'sche Function Zi(u) unterscheidet. Durch Litegration 
dieser Formeln erhält man die Darstellung des allgemeinen elliptischen 
Integrals durch die Functionen f(u) und <y(u) analog der Jacobi'schen 
Darstellung des Integrals durch die Functionen Zi(u) imd Öi(m) 
(W.-S., S. 20 und 21; vgl Abschnitt IH § 13 und C § 1). 



§ t. Znsammenliang zwischen den Jaoobrschen und Weierstrass^sohen 

Functionen. 

Es ist schliesslich noch der Zusammenhang darzulegen, der 
zwischen den Jacobi'schen und den Weierstrass*schen Func- 
tionen besteht. Es handelt sich darum, die Weierstrass'schen Gleichungen 

(1) l'-»(l)-«*-J,l-Ä-4-S-ei-S-«iS-<i, 



00 



in die Jacobi'schen Gleichungen 

(3) y^ = (x^Jc) = X '1 — X '1 — k^Xy 



(4) f-ß== = u 



, X = ^Vi^ u 





zu transformiren. Hierzu dient eine lineare Substitution zwischen x 
und I von der Form 

(•^) s = f + ^- 

Führt man eine Zwischenvariable z = — ein und lässt man 

X 

j den Werthen | = e,, e?^, e^, oo 
(6) 1 die Werthe ^ = 0, Ä:% 1, cx) 

oder die Werthe x = oo^ l/k\ 1, 
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entsprechen, so hat man, da e^ -\-' e^ -\- e^ = und Ä^ + Ä'* = 1, die 
Gleichungen 



g - c, = JfC^r - 1), e,-e, = Mk', e, = ?(1 + F») \ 






,(7) 



also (W.-S., S. 31) 






Hieraus folgt (W.-S., S. 12) 

^j = — 4(ei^ + <^ft, + Cjei) = 2(eJ + c* + c«) = ^(l— Ä;>+Ä;«) 

g, = 4c,eic^ = ^' (1 + k') (2 - F) (1 - 2k*) ^ ^^^ 

und es ergeben sich für die absolute Invariante J und die Discri- 
minante G der Formen (1) und (3) die Werthe (vgl. B § d (14) 
und (IIa)) 

T ?i i_ U "~^ ^ / /i A\ 

ö = ^ G/S - 27^D = (c, - e,y{e, - 6^)» (c, - e,y = Jlf i-**"«. (11) 

Es sind nun zuerst ^u und co^, g?^, 03 durch die Jacobi'schen 
Werthe darzustellen. Nach (7) bestehen zwischen x und | oder 
zwischen pVL und sn^u die Beziehungen 

g-C8 = ^, ^ = 1^ (12) 

oder 

öU — ej = -'^', sn*M = -^^=-^- (13) 

Die Substitution (12) gibt zwischen den Integralen u und U die Be- 
ziehung 

_ Y^^ZTT, f-ß. = r_^ (14) 

oo 

oder 

w = u • y^i — ftj . 

Hieraus folgen zwischen den Perioden dieser Integrale erster Gattung 
die Beziehungen (W.-S., S. 32) 



2K=2(o^ye^—e^, 2iK' =2oi^ye^ — e^, (15) 
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so dass (W.-S., S. 8 und 53) 

(IG) r = ^ = J und (^ = 7^ = e'•^^l) 

Es sind zweitens 5(11) und ly^, ly^, 1^3 durch die Jacobi'schen 
Werthe auszudrücken. Hierzu wende man auf das Integral zweiter 
Gattung (14) § r nämlich 

(17, ««)— yvu.u./^ 

die Transformation (12) an; man erhält nach (14) 

Benatzt man den Werth (3) § m und berücksichtigt, dass nach § m 

öl. (8 und 2) Z'{0) = 1 — ^ ist, so folgt aus (17) und (18) für g(u) 
die Darstellung 

(19) g(u) = VeT^ 2, (m) - \_e, - (c^ - f^) U u . 

Um i^i und i;, zu erhalten, setze man in (19) 

1) M = Ä": u = o. ,— -; da g(Q),)=i?i und Z(Ä^=Zj(0) = 

(§ 1 (7 und 4a)), so erhält man für i?, die Gleichung (W.-S., S.34) 

(20a) ^y«i — «"j = % + Ci fiJn 

2) M = iK'; u == 0», = *— - ; da g(w,) = %; Z^i^iK') = — ^ 
(§ 1 (7 und 8)), so folgt 

oder, wenn man die Legendre'sche Relation (11) § m benutzt, in der 
E' das Integral (10) § m bedeutet, 

V«i — «. 
Daher hat man für ij, die Gleichung (W.-S., S. 34) 



(20b) E' Ve^-^ = i {% + <;3fi>»)- 

Aus (19) und (20a) folgt (W.-S., S. 52) 

(21) g(u) = l^:^=^Z.(M) + ^'-U. 



1) Die Zeichen t und h sind von Weierstrass eingeführt. 
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Tragt man die Werthe JST, K\ E, E' aus (15), (20a und 20b) in die 
Legendre'sche Relation (11) § m ein, so erhält man zwischen den 
Periodicitätsmoduln des Integrals erster und zweiter Gattung die Re- 
lation (W.-S., S. 9) 

• 

%c>8 — %«»i = Y- * (22) 

Will man die Grössen ca^, Oj, rj^, rj^ berechnen, so geht man 
am einfachsten mittels der Gleichungen (5) und (20 a) auf die Grössen 
K, K\ E zurück, deren Berechnung in C § i (9, 10) und § m (14) 
besprochen ist. 

Für 1^1 kann man auch folgenden directen Weg einschlagen (vgl. 
§ m (14b). Entwickelt man 0i(t«) nach dem Taylor'schen Satz und 
daraus Z^{u) durch die Methode der unbestimmten Goefficienten nach 
Potenzen von u, so findet man 



AW — " T^13»,'T^3! 5»,'« ^ 



(23) 



Trägt man diese Entwickelung und die von 6(u) (16) § r in (21) ein 
und vergleicht die Goefficienten, so erhält man (W.-S., S. 44) 






6 »[ ' 



(24) 



oder nach (13 § 12), wenn j nach (16) durch h ersetzt wird, 

^2 1 _ 38^1 2 _|. 63^2 S 



(25) 



1_3Ä1 24.5Ä2 3 

Um endlich drittens tfu durch Jacobi'sche Werthe aus- 
zudrücken, integriren wir (21) nach u. Setzt man entsprechend III 
§11 (1) (W.-S., S. 8 und 53) 



u u 



~K 



CO. 



q^h 



ftt 



(26) 



SO erhält man für <y(u) und mittels (6) § s für die <y/(u) die Dar- 
stellungen (W.-S., S. 42 und 43): 



2coi 



<y(u) = -; ijV- = 2 ©1^?^ ''»'"»*'' -^ 



(r,(u) 






= c^iji»,»* 



».(") 
»* 



„,(u) = e-'%^ 



ß2i;iC0jt» ^sW 



5LH1 



^, 



^ 
<» 



(27) 
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Führt man diese Werthe in die Gleichungen (7) § s ein oder aber 
benutzt man die Beziehungen (7) zwischen x und | und die Darstellungen 
III § 12 (17) der elliptischen Functionen, so erhält man die folgenden 
Darstellungen von.j7U durch die Jacobi'schen Thetafunctionen 
(W.-S., S.30): . 

|/fP^3 snw ^ Öj^u) ^ 



(28) 






|/e, — 6s snw ^ Öi(m) ^ ^, (tO' 






= >/* 



»(f) 

*. («0 



s^. 



* 
•Ü^' 



^^ 
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